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Vorwort. 


Dem  ersten  Teile  meiner  „Geometrischen  Transforma- 
tionen'', der  im  Jahre  1902  erschien  und  die  projektiven 
Transformationen,  also  die  Kollineation  und  die  Korrelation 
nebst  ihren  Anwendungen  enthält,  lasse  ich  in  langem 
Zwischenräume  hiermit  den  zweiten  Band  folgen,  in  dem  ich 
die  quadratischen  und  höheren  birationalen  Punkttransfor- 
mationen behandle.  Der  Haupttitel  soll  auch  hier  wiederum 
andeuten,  daß  ich  die  betrachteten  Verwandtschaften  als 
ein  Mittel  geometrischer  Untersuchung  auffasse  und  des- 
wegen alle  diejenigen  von  vornherein  ausschließe,  welche, 
wie  z.  B.  die  Berührungstransformationen,  trotz  mannigfacher 
geometrischer  Anwendungen  im  letzten  Grunde  der  Lösung 
analytischer  Probleme  dienen.  Aber  auch  bei  Wahrung 
dieses  Standpunktes  wird  jeder,  der  das  vorliegende  Buch 
sogar  nur  durchblättert,  darin  etwas  anderes  vermissen:  der 
eine  vielleicht  die  höheren  Korrespondenzen  und  Involutionen 
auf  Kurven  und  die  daran  sich  schließenden  Sätze  über 
Punktgruppen,  sowie  die  mehrdeutige  Abbildung  von  Ebenen 
und  Räumen  überhaupt,  der  andere  etwa  eine  eingehendere 
Behandlung  der  Abbildung  der  Flächen  aufeinander  oder 
auf  die  Ebene.  Demgegenüber  darf  ich  hervorheben,  daß 
ein  gewisser  Umfang  des  Buches  nicht  überschritten  werden 
konnte,  und  so  mußten  z.  B.  die  höheren  Korrespondenzen 
auf  Kurven,  die  schon  für  den  ersten  Teil  vorgesehen  waren, 
nun  ganz  wegfallen.  Die  Begrenzung  des  Stoffes  wird 
also  mehr  oder  minder  dem  subjektiven  Ermessen  anheim- 
zustellen sein.  Die  Forderung  aber  halte  ich  für  unabweis- 
bar, daß  die  in  Betracht  gezogenen  Materien  einigermaßen 
erschöpfend  behandelt  sind,  daß  die  Darstellung  sich  ein- 
heitlich und  organisch  aufbaue  und  daß  bei  den  nur  kurz 
berührten  Untersuchungen  wenigstens  die  leitenden  Gedanken 
klar   herausgearbeitet   erscheinen.     Der  Abschnitt  über  die 


IV  Vorwort. 

Transformation  durch  reziproke  Radien  im  Räume  mag  als 
Beispiel  hier  angeführt  werden. 

Der  Anschluß  an  die  projektive  Beziehung  der  Grund- 
gebilde erster  Stufe  wird  gewonnen,  indem  die  quadratische 
Transformation  zweier  Felder  sich  durch  je  zwei  projektive 
Strahlenbüschel  herstellen  läßt.  Daran  schließen  sich  eine 
geometrische  Erörterung  von  Kurvensingularitäten  und  all- 
gemeinere Erzeugungen  der  genannten  Verwandtschaft,  so- 
wie die  Betrachtung  ineinanderliegender  und  speziell  in- 
volutorischer  Systeme.  Unter  Benutzung  der  Kreispunkte 
ergibt  sich  aus  der  allgemeinen  quadratischen  Transformation 
die  Inversion  oder  Transformation  durch  reziproke  Radien. 
Als  ein  Beispiel  für  ihre  Anwendung  dienen  die  anallag- 
matischen  Kurven.  Auch  die  Apparate  zur  mechanischen 
Herstellung  einer  Inversion  werden  kurz  beschrieben.  Diese 
Abbildungsmethode  bildet  dann  einen  naturgemäßen  Über- 
gang zu  den  Kreisverwandtschaften  und  weiter  zu  den  kon- 
formen Abbildungen,  wie  sie  ganz  allgemein  durch  eine 
Funktion  eines  komplexen  Argumentes  vermittelt  werden. 
Die  Theorie  der  allgemeinen  Cremona sehen  Transformationen 
in  der  Ebene  beschließt  diesen  ersten  Abschnitt,  der  noch, 
einen  Ausblick  auf  neuere  Untersuchungen,  nämlich  die  in- 
volutorischen  und  periodischen  Transformationen  und  die 
endlichen  und  kontinuierlichen  Gruppen  von  Transforma- 
tionen enthält. 

Unter  den  birationalen  Punkttransformationen  des 
Raumes,  die  den  Gegenstand  des  zweiten  Abschnittes 
bilden,  nimmt  die  quadratische  nach  der  Kollineation  die 
erste  Stelle  ein,  und  sie  läßt  sich  durch  eine  Korrelation  in 
Verbindung  mit  einer  kollinearen  Beziehung  zweier  Bündel 
erzeugen.  Sie  leistet  ohne  weiteres  die  Abbildung  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  auf  eine  Ebene.  Führt  man  den  unendlich 
fernen  Kugelkreis  ein,  so  ergibt  sich  die  räumliche  Inversion. 
Als  Anwendung  derselben  wird  die  stereographische  Pro- 
jektion untersucht,  sowohl  in  ihrer  Beziehung  zur  Funktionen- 
theorie als  auch  zur  Kartographie.  Eine  kurze  Darstellung 
der  Kugelgeometrie  läßt  die  Bedeutung  der  Inversion  für 
diese  Art  von  Betrachtungen  zutage  treten.  Die  gegen- 
über einer  Inversion  invariante  Natur  der  Krümmungslinien 
wird  namentlich  an  dem  Beispiel  der  Dupin  sehen  Zykliden 
ausgeführt.     Die  allgemeinen  Zykliden  ergeben  sich  als  an- 


Vorwort.  V 

allagmatische  Flächen  und  von  ihren  zahlreichen  eleganten 
Eigenschaften  werden  einige  fundamentale  erörtert.  Schon 
aus  historischen  Gründen  muß  hier  weiter  die  Anwendung 
der  Inversion  in  der  Methode  der  elektrischen  Bilder  eine 
Erwähnung  finden. 

Analoge  Eigenschaften  wie  die  quadratische  Trans- 
formation in  der  Ebene  zeigt  im  Räume  aber  nicht  nur 
die  quadratische  Verwandtschaft,  sondern  auch  die  in 
beiderlei  Sinn  kubische  Transformation,  welche  durch  drei 
in  den  Punktkoordinaten  lineare  Gleichungen  definiert  wird. 
Die  Abbildung  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung  auf 
die  Ebene  folgt  aus  derselben  unmittelbar,  und  die  Er- 
örterung der  siebenundzwanzig  Geraden  dieser  Fläche,  sowie 
ihre  Anordnung  läßt  sich  auf  Grund  der  Abbildung  erkennen. 
Es  folgen  dann  noch  einige,  allerdings  kurz  gehaltene  Be- 
merkungen über  das  allgemeine  Problem  der  birationalen, 
räumlichen  Punkttransformation  und  der  Abbildung  der 
Flächen. 

Auf  die  genaue  Angabe  der  Literatur,  die,  um  die 
Darstellung  nicht  zu  unterbrechen,  am  Schlüsse  eines  jeden 
Paragraphen  chronologisch  geordnet  zusammengestellt  ist, 
wurde  viel  Sorgfalt  verwendet.  Vollständigkeit  war  schon 
aus  Mangel  an  Raum  ausgeschlossen.  Indessen  dürften  die 
gegebenen  Nachweise  für  eine  Bibliographie  des  behandelten 
Stoffes  immerhin  einen  Grundstock  liefern.  Die  vollständigen 
Titel  der  abgekürzt  zitierten  Zeitschriften  finden  sich  am 
Schlüsse  des  Buches  zusammengestellt. 

München,  23.  Dez.  1907. 

Karl  Doehlemann. 
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I.  Abschnitt. 

Die  Mrationalen  Transformationen  in  der  Ebene. 


I.  Kapitel. 

Quadratische  Transformationen  allgemeiner  Art. 

§  1.    Die  quadratische  Transformation  in  einfachster 
Darstellung. 

Geometrische  Erzeugung. 

1.  Als  die  einfachsten  Transformationen  haben  wir  im 
ersten  Teile  dieses  Buches*)  die  projektiven,  d.  h.  die  Kol- 
lineation  und  die  Korrelation  kennen  gelernt.  Jetzt  wollen 
wir,  und  zwar  zunächst  für  zwei  Punktfelder,  eine  allgemeinere, 
aber  auch  noch  ein -eindeutige  Punktverwandtschaft  unter- 
suchen, wobei  wir  auf  geometrische  Anschaulichkeit  der  Ab- 
leitung Wert  legen. 

Einen  Punkt  können  wir  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden 
bestimmen.  Es  seien  nun  in  der  einen  Ebene  e  die  Strahlen- 
büschel A^  und  A^  beliebig  angenommen  (Fig.  la),  femer  in 
dem  zweiten  Felde  «'  die  Strahlenbüschel  Bi  und  B2  (Fig.  Ib). 
Der  Strahlenbüschel  A^  möge  projektiv  auf  den  Strahlen- 
büschel B[  bezogen  sein  und  ebenso  der  Büschel  A^  projektiv 
auf  den  Büschel  Bi.  Irgend  ein  Punkt  P  in  £  kann  dann 
als  Schnittpunkt  der  Strahlen  u  und  v  betrachtet  werden, 
die  ihn  mit  A^  und  A2  verbinden.  Diesen  entsprechen  in 
den   projektiven   Büscheln   bzw.  die  Strahlen  u%  v',   welche 


*)  Geometrische  Transformationen.  I.  Teil.  Sammlung 
Schubert  XXVII.  Göschen;  Leipzig  1902.  Wir  zitieren  dieses 
Buch  stets  unter  dem  Zeichen;  „G.  T.  I." 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL  1 
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sich  im  Punkte  P'  begegnen.  In  der  gleichen  Weise  kann 
man  zu  jedem  Punkte  von  e'  im  allgemeinen  einen  Punkt 
in  E  konstruieren.  Zwischen  den  beiden  Punktfeldern  z  und 
e'  ist  dadurch  offenbar  eine  wechselseitig  eindeutige  Punkt- 
verwandtschaft hergestellt,  welche  schon  Seydewitz  (7)*) 
in  dieser  Weise  ableitete.  Daß  diese  bei  allgemeiner  Lage 
der  projektiven  Büschel  keine  KoUineation  sein  wird,  zeigt 
ohne  weiteres  die  folgende  Überlegung.  Lassen  wir  den 
Punkt  P  auf  einer  Geraden  g  von  e  fortrücken,  so  be- 
schreiben die  Strahlen  n  und  v  Perspektive  Büschel.  Die 
Büschel  der  entsprechenden  Strahlen  u'  und  v'  sind  folglich 
projektiv  aufeinander  bezogen  und  der  zugehörige  Punkt  P' 
durchläuft  einen  Kegelschnitt  Kg  in  e\  der  auch  durch  5i 
und  IB2  hindurchgeht.  Im  Gegensatz  zur  kollinearen  Be- 
ziehung entsprechen  mithin  den  Geraden  einer  jeden  Ebene 
Kegelschnitte  in  der  anderen.  Ein  zweiter,  nicht  weniger 
wichtiger  Unterschied  besteht  darin,  daß  bei  der  KoUineation 
das  eindeutige  Entsprechen  der  Punkte  für  die  beiden  Punkt- 
felder ohne  Ausnahme  stattfand,  während  sich  bei  der  vor- 
liegenden Beziehung  sofort  Punkte  angeben  lassen,  denen 
wir  unendlich  viele  Punkte  im  andern  Pimktfeld  zuordnen 
müssen.  Es  sind  das  diejenigen  Punkte,  für  welche  unsere 
Konstruktion  unbestimmt  wird.  In  der  Tat  können  wir  den 
Verbindungsstrahl  A^A^  sowohl  dem  Büschel  A-^  als  dem 
Büschel  A^  zuteilen  und  dementsprechend  mit  x  bzw.  y  be- 
zeichnen. Es  entsprechen  ihm  dann  im  allgemeinen  Falle 
zwei  verschiedene  Strahlen  x\  y'.  Dem  Schnittpunkt  Bi 
dieser  Strahlen  (Fig.  Ib)  ist  aber  dann  jeder  Punkt  von  A^A^ 
zuzuweisen,  da  x  und  y  zusammenfallen.  Ebenso  kann  die 
Verbindungsgerade  B1B2  als  w^  bzw.  z^  zum  Büschel  Bi 
oder  B2  gerechnet  werden  und  der  Schnittpunkt  A^  der  ent- 
sprechenden Strahlen  w,  z  hat  alle  Punkte  von  B[B2  zu 
entsprechenden. 

Gibt  man  sich  die  Strahlen  ic',  y\  w  ^  z  willkürlich  und 
dazu  noch  u,  w',  v,  v'  beliebig,  so  ist  durch  die  Strahlen- 
paare Xy  x',  w,  w%  Uy  u'  bzw.  durch  ^,  y^j  z,  z'jV,  v'  die 


*)  Die  den  Autorennamen  beigesetzten  Ziffern  beziehen  sich 
auf  die  Literaturübersichten,  welche,  um  den  Gang  der  Darstellung 
nicht  zu  stören,  am  Schlüsse  des  betreftenden  oder  eines  der 
nächsten  Paragraph,  n,  hier  auf  S.  49,  in  chronologischer  Reihen- 
folge beigefügt  sind. 
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projektive  Beziehung  der  beiden  Büschel  paare  und  damit  die 
Verwandtschaft  der  beiden  Ebenen  vollständig  festgelegt. 

Die  gleiche  Eigenschaft  wie  A^  und  B3  haben  femer 
auch  die  Punkte  A^y  A^y  Bi,  £2-  Denn  fällt  der  beweg- 
liche Punkt  P  z.  B.  nach  A^ ,  ohne  daß  etwa  bemerkt  ist, 
in  welcher  Richtung  er  sich  A^  nähert,  so  wird  der  Ver- 
bindungsstrahl P^i  gänzlich  unbestimmt.  Es  kann  jeder 
durch  Ai  gehende  Strahl  als  solcher  angesehen  werden.  Die 
entsprechenden  Strahlen  bilden  den  ganzen  Büschel  Bi  Da 
femer  dem  Strahle  ^2^1  oder  y  der  Strahl  B2B3  oder  y' 
entspricht,  so   werden  wir  dem  Punkte  A^  alle  Punkte  der 


Fig.  1  a. 


Fig.  Ib. 


Geraden  B2B3  zuordnen.     Wir  erhalten   also  folgende  Zu- 
weisung der  ausgezeichneten  Elemente:   es  entspricht 

dem  Punkte  A^^  die  Gerade  B^Bs 


V            -^2 

f> 

yy 

BiB^ 

yy         -^3 

7? 

» 

B[m 

j>         ^i 

» 

yy 

-^2-^3 

„         m 

yy 

yy 

A^Aq 

JJ           ^8 

yy 

yt 

A,A. 

Da  eine  beliebige  Gerade  ^  in  e  mit  der  Verbindungs- 
linie A^A^  einen  Schnittpunkt  gemein  hat,  so  muß  der  der 
Geraden  g  entsprechende  Kegelschnitt  Kg  in  e'  (s.  0.)  auch 
durch  B3  hindurchgehen.  Den  Geraden  von  e  entsprechen 
mithin  Kegelschnitte  durch  die  drei  F.-Punkte  B[,  B^,  B^. 
Diese  Kegelschnitte  bilden  also  ein  Netz,  und  das  Gleiche 
gilt  für  die  Kegelschnitte,  welche  sich  in  e  als  Bilder  der 
Geraden  von  e'  ergeben. 

1* 
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Einstweilen  fehlt  noch  der  Beweis,  daß  die  Punkte  Ä^  und 
Bs  die  gleiche  Rolle  wie  Ä^ ,  A2  •,  Bi,  B2  spielen,  d.  h.  pro- 
jektive Strahlenbüschel  tragen;  derselbe  wird  sich  ganz  von 
selbst  ergeben,  wenn  wir  jetzt  die  Formeln  für  diese  Trans- 
formation ableiten. 

Analytische  Darstellung. 

2.  Wählen  vdr  die  Dreiecke  A^A^A^  bzw.  B1B2B3  als 
Koordinatendreiecke  und  bezeichnen  in  bezug  auf  dieselben 
die  homogenen  (tri metrischen)  Koordinaten  eines  Punktes  P 
der  Ebene  e  mit  x^,  x^,  x^ ,  die  eines  Punktes  P'  des 
anderen  Punktfeldes  g'  mit  xi,  X2)  x^.  Es  ist  dann  der 
Strahlenbüschel  A^  oder 

x^  —  Xx^  =  0 

projektiv  so  auf  den  Strahlenbüschel  Bi  oder 

X2~  juxs  =  0 

zu  beziehen,  daß  dem  Strahle  A^A^  oder  ^2  =  0  der  Strahl  BiB2 
oder  Xs  =  0  entspricht  und  ferner  dem  Strahle  A1A2  oder 
Xg  =  0  der  Strahl  BiBs  oder  xi  =  0;  es  muß  also  für 
A  =  0 ,  ju  =  00  werden  und  für  A  =  00 ,  ^  =  0  sein.  Die  bi- 
lineare Gleichung  zwischen  X  und  jUy  welche  die  projektive 
Beziehung  zum  Ausdruck  bringt,  kann  demnach  bloß  von 
der  Form  sein: 

,  h 

wo  —  eine  Konstante  ist.  Die  beiden  projektiven  Büschel 
werden  also: 

(1)  x^  —  Xxg  =  0     und    X2 .  ajs  =  0  . 

C  A, 

Ganz  ebenso  findet  man  für  die  projektiven  Strahlen- 
büschel A2  und  B2  die  Darstellung 

(2)  x^  —  A'Xs  =  0     und     xl—  l—U  —Xq  =  0  , 

wobei  die  auftretende  Konstante  in  der  Form  —  geschrieben 
wurde.      Eliminiert    man    X    aus    dem   System    (1)    und   A 
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aus    dem    System    (2),    so    ergeben    sich    die    gewünschten 
Formeln : 

a      h      c 

(3)  ^1  •  ""2  •  ^^  ^  ^  •  ^  •  ^' 
oder  auch 

(4)  x^:  x^:  x^  =  a  x^  xi  :  bxixii  c  x[  xi 
oder 

(5)  QX^  =  a  X2  Xi      QX^=1}  X[  X'i      QX^  =  cx'i  xi  , 

wobei  Q  ein  Proportionalitätsfaktor.     Aus   diesen  leiten  wir 
ohne  weiteres  die  folgenden  nach  ic' aufgelösten  Gleichungen  ab : 

(6)  x{:x^:xi  =  -:-'.-, 

•^1      «^2      *^3 

die  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können 

(  / )  X\  I  iJ/2  *  ^3  ^^^^  ^  "^2     3  *         1     3  *         1     2 

oder  auch 

(8)  Q^Xi^ax^x^     Q^Xi  =  'bx^x^     q'x'^  =  0x^X2. 

Die  von  uns  betrachtete' Verwandtschaft  ist  also  ana- 
lytisch dadurch  definiert,  daß  man  an  Stelle  der  Variabein 
der  einen  Ebene  spezielle  Ausdrücke  zweiten  Grades  in 
der  Variabein  des  zweiten  Feldes  einführt.  Sie  gehört  des- 
wegen zu  den  quadratischen  Transformationen.  Die  Formeln 
zeigen  —  was  geometrisch  schon  erkannt  wurde  — ,  daß  im  all- 
gemeinen jedem  Punkte  des  einen  Feldes  ein  und  nur  ein 
Punkt  des  andern  entspricht,  daß  also  die  Transformation 
ein-eindeutig  ist.  Eine  neue  Eigenschaft  dagegen  leiten  wir 
aus  dem  Umstände  ab,  daß  die  Formeln  (3). .  .(8)  ganz  sym- 
metrisch in  bezug  auf  die  drei  Koordinaten  gestaltet  sind. 
Folglich  müssen  auch  die  Punkte  A^  und  B'^  projektive  Strahlen- 
büschel, gebildet  von  entsprechenden  Strahlen,  tragen  und 
die  drei  Punkte  jeder  Ebene  spielen  die  gleiche  Rolle,  irgend 
zwei  derselben  können  zur  Konstruktion  der  Verwandtschaft 
benutzt  werden. 

Die  in  jeder  Ebene  gelegenen  „singulären"  Punkte  J-^  usw. 
sollen  die  Fundamentalpunkte,  ihre  Verbindungslinien 
die  Fundamentalgeraden,  ihre  Gesamtheit  das  Funda- 
mentalsystera    der    betreffenden    Ebene    heißen.      Jedem 
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Fundamentalpunkt  der  einen  Ebene  ist  ein  bestimmter  der 
anderen  Ebene  zugewiesen,  dem  Punkte  Ä^  der  Punkt  J5i, 
dem  Punkte  A^  der  Punkt  B^ ,  dem  Punkte  A^  der  Punkt  Bs . 
Solche  Punkte  mögen  „zugeordnete^^  genannt  werden. 

Im  Sinne  der  Rechnung  ist  die  Transformation  bestimmt, 
wenn  für  die  Konstanten  a,  h^  c  der  Formel  (3)  gewisse 
Verhältniszahlen  gegeben  sind.  Dies  ist  der  Fall,  sofern 
man  zu  einem  Punkte  P  von  e  einen  Punkt  P'  von  e'  als 
entsprechenden  annimmt.     Es  folgt  also: 

Die  Transformation  ist  bestimmt,  wenn  in  jeder  Ebene 
das  Fundamentalsystem  gegeben  ist  und  außerdem  zu  einem 
beliebigen  Punkt  der  einen  Ebene  irgend  ein  Punkt  der 
anderen  Ebene  als  entsprechender  angenommen  wird. 

Speziell  könnten  wir  die  Einheitspunkte  eines  jeden  der 
beiden  Koordinatensysteme  (G.  T.  I.  17.)  einander  zuweisen 
und  erhielten  dann  die  Formeln 


11      1 

(9) 

x^:  X2:  0D^  =  —  :  —}  i  —, 

xi     X2     X3 

oder 

(10)  x^i  X2:  Xs  =  X2  xi  :  xi  X3  :  xi  xi     usw. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Ebenen  fügen 
sich  sehr  einfach  in  diese  Zuordnung  ein.  Denn  da  die  un- 
eigentlichen Punkte  der  Ebene  s  als  auf  einer  unendlich 
fernen  Geraden  u  liegend  angenommen  werden  müssen,  so 
erfüllen  die  entsprechenden  Punkte  in  der  Ebene  e'  einen 
bestimmten  Kegelschnitt  K»  des  in  dieser  Ebene  gelegenen 
Netzes  durch  die  drei  F.-Punkte  und  ebenso  gehen  alle  un- 
endlich fernen  Punkte  des  Feldes  g'  in  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes K„'  über,  der  der  unendlich  fernen  Geraden  v^  ent- 
spricht. Den  unendlich  fernen  Punkten  von  Kg',  d.  h.  den 
Schnittpunkten  von  K^'  mit  u^  entsprechen  die  unendlich 
fernen  Punkte  von  K^  (die  Schnittpunkte  von  Ki  mit  v'). 
Diese  sind  im  allgemeinen  Fall  die  einzigen  unendlich 
fernen  Punkte  des  einen  Feldes,  welche  wieder  in  unendlich 
ferne  Punkte  im  andern  Feld  übergehen. 

Befinden  sich  die  F.-Systeme  dem  Unendlich-fernen 
gegenüber  in  besonderer  Lage,  so  können  natürlich  andere 
Verhältnisse  statthaben.  Wählen  wir  z.  B.  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  e  und  e'  je  ein  schiefwinkliges  Koordinaten- 
system Oj  X,  Y  und  0',  X%  Y'  und  ergänzen  es  durch  die 
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unendlich  ferne  Gerade  je  zu  einem  Dreieck.  Dann  erhält 
man  für  die  spezielle  quadratische  Transformation,  welche 
diese  beiden  (uneigentlichen)  Dreiecke  als  F.-Systeme,  und 
zwar  0  und  0'  einerseits,  sowie  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  gleichbenannten  Achsen  andererseits  als  zugeordnete 
F.-Punkte  hat,  nach  G.  T.  I.  24.  aus  den  Formehi  (6)  oder  (7) 
die  Gleichungen 

,      A  ,      B 

x'       ^        y' 

wobei  A  und  B  beliebige  Zahlenwerte  sein  können. 

In  diesem  Falle  entspricht  allen  unendlich  fernen 
Punkten  der  einen  Ebene  der  im  Endlichen  gelegene  F.- 
Punkt der  anderen  Ebene. 


§  2.    Entsprechende  Oebilde  der  beiden  Ebenen. 
Entsprechende  Elemente   der  Fundamentalsysteme. 

3.  Jedem  F.-Punkt  entsprach  eine  F.-Gerade,  z.  B.  dem 
Punkte  A-^  die  Gerade  B2B3.  Um  diese  Zuordnung  aber 
genauer  zu  erkennen,  ziehen  wir  durch  A^  irgend  eine  Ge- 
rade u  (Fig.  la)  und  lassen  einen  Punkt  X  sich  auf  ihr 
dem  singulären  Punkte  A^  mehr  und  mehr  nähern.  Der 
entsprechende  Punkt  X'  bewegt  sich  dann  auf  der  Geraden  u^ 
fort,  die  in  der  projektiven  Beziehung  der  Strahlenbüschel  A^ 
und  Bi  der  Geraden  u  entspricht.  Verbindet  man  ferner 
X  mit  A2  sowie  X'  mit  Bi,  so  entsprechen  sich  diese 
Strahlen  in  der  projektiven  Beziehung  der  Büschel  A2  und  B2 . 
Je  mehr  aber  X  sich  A^  nähert,  um  so  mehr  fällt  der  Ver- 
bindungsstrahl A2X  mit  y  zusammen.  Also  entspricht  dem 
Punkte,  der  auf  u  unendlich  nahe  an  A^^  herangerückt  ist, 
der  Schnittpunkt  von  u^  und  y\  Es  hat  sich  mithin  er- 
geben : 

Den  einem  F.-Punkt  unendlich  benachbarten  Punkten, 
oder  kürzer,  den  durch  einen  F.-Punkt  gehenden  „Linien- 
elementen" entsprechen  die  einzelnen  Punkte  der  zuge- 
hörigen Fundamentalgeraden.  Diese  Punkte  werden  aus- 
geschnitten durch  diejenigen  Strahlen  aus  dem  zugeordneten 
Fundamentalpunkt,  welche  den  durch  die  Linienelemente 
bestimmten  Strahlen  in  der  projektiven  Beziehung  dieser 
beiden    Strahlenbüschel    entsprechen.      Der   Büschel    der 
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Linienelemente    ist   also    projektiv   zur   Punktreihe 
der  entsprechenden  Punkte. 

Analytisch  sind  die  singulären  Punkte  der  beiden  Ebenen 
dadurch  ausgezeichnet,  daß  für  sie  die  Transformatious- 
formeln  (4)  oder  (7)  zunächst  ein  unbestimmtes  Resultat 
liefern.  Setzt  man  z.  B.  die  Koordinaten  x^  =0,  r^g  =  0  des 
Fundamentalpunktes  A^  in  die  Formel  (7)  ein,  so  erhält  man 
für  den  entsprechenden  Punkt  die  Verhältniszahlen  0:0:0. 
Um  den  oben  geometrisch  durchgeführten  Grenzprozeß  ana- 
lytisch zu  verfolgen,  hätte  man  zunächst  einen  zum  Punkte 
x^  =  0 ,  ^^2  =  ö  benachbarten  Punkt  mit  den  Koordinaten 
Sx^,  dx^,  XQ-\-dx^  einzuführen,  diese  Werte  in  die  Aus- 
drücke ax2X^,  hx-^x^,  cx^x^  einzusetzen  und  die  letzteren 
etwa  nach  dem  Tayl ersehen  Satze  zu  entwickeln.  Man  be- 
stätigt dann  leicht  das  obige  Resultat;  im  übrigen  kommen 
wir  später  ausführlicher  auf  diesen  Punkt  zurück. 

Entsprechende  Kurven  der  beiden  Systeme. 

4.  Irgend  einer  Kurve  *^-ter  Ordnung  Ä"  in  e,  die  durch 
keinen  Fundamentalpunkt  hindurchgeht,  entspricht  auf  Grund 
der  Formeln  (4)  in  der  Ebene  e'  eine  Kurve  (2^)-ter  Ord- 
nung K''^^\  Dieselbe  hat  die  Fundamentalpunkte  von  e,'  zu 
w-fachen  Punkten.  Um  dies  streng  zu  beweisen,  ziehen  wir 
z.  B.  durch  ^[  irgend  eine  Gerade  u'  und  zählen  ab,  wie- 
viele von  den  2w  Schnittpunkten  derselben  mit  der  K"^^ 
außerhalb  ^[  liegen.  Dies  gelingt  dadurch,  daß  wir  uns 
vergegenwärtigen,  daß  jedem  nicht  auf  dem  Fundamental- 
system der  einen  Ebene  gelegenen  Punkte  in  der  anderen 
Ebene  wieder  ein  Punkt  entsprechen  muß,  der  ebenfalls  nicht 
dem  F.-System  dieser  Ebene  angehört.  Nun  entspricht  der 
Geraden  u'  eine  Gerade  u  durch  A^ ,  welche  mit  der  K^ 
nach  unserer  Voraussetzung  n  außerhalb  des  F.- Systems  ge- 
legene Schnittpunkte  liefern  wird.  Ihnen  müssen  folglchi 
auf  ii'  n  außerhalb  des  F.-Systems  gelegene  Punkte  ent- 
sprechen, so  daß  Bi  ein  w-facher  Punkt  der  Kurve  K^^**. 

Denken  wir  uns  weiter  eine  Tangente  t^  an  die  K^^*^ 
im  w-fachen  Punkte  B[  gefunden,  so  fallen  für  sie  n-\-l 
der  2  n  Schnittpunkte  nach  B{ ;  die  entsprechende  Gerade  t 
des  Büschels  A^  kann  also  bloß  n  —  1  nicht  dem  F.-System 
angehörige  Punkte  mit  der  JT"  gemein  haben.    Nun  geht  K** 
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nicht  durch  A^^,  also  muß  die  Gerade  t  nach  einem  der 
Schnittpunkte  von  K*^  mit  der  F.-Linie  A^Ä^  laufen.  Das 
stimmt  auch  mit  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer 
überein.     Wir  sehen  also: 

Einer  Kurve  n-ter  Ordnung  der  einen  Ebene,  die  durch 
keine  der  Ecken  des  F.-Dreiecks  hindurchgeht,  entspricht 
eine  Kurve  (2n)-teT  Ordnung  der  andern  Ebene,  welche 
die  F.-Punkte  zu  w-fachen  Punkten  hat;  die  Tangenten  in 
einem  solchen  w-fachen  Punkte  entsprechen  in  der  projektiven 
Beziehung  zugeordneter  Büschel  den  Strahlen,  welche  vom 
zugeordneten  F.-Punkte  aus  nach  den  Schnittpunkten  der 
ersten  Kurve  mit  der  gegenüberliegenden  F.-Linie  laufen. 

Einer  Geraden  entspricht  demnach  ein  Kegelschnitt,  der 
dem  F.-Dreieck  der  andern  Ebene  umschrieben  ist;  einem 
beliebigen  Kegelschnitt  ist  eine  Kurve  4.  Ordnung  zugeordnet, 
die  in  den  F.-Punkten  Doppelpunkte  hat,  usf. 

Betrachten  wir  noch  den  Fall,  daß  eine  Kurve  w-ter 
Ordnung  jS>  der  Ebene  e  durch  die  F.-Punkte  dieser  Ebene 
hindurchgeht,  also  etwa  r^-mal  durch  Ä^ ,  Vg-mal  durch  A2 , 
rg-mal  durch  A^  .  Dann  spalten  sich  von  der  entsprechen- 
den Kurve  (2w)-ter  Ordnung  gewisse  Teile  ab,  nämlich  die 
F.-Linie  JB^B^  i^^-mal,  die  Linie  JB^B^  Vg-mal  und  die 
Linie  B1B2  yg-mal  gerechnet.  Die  übrigbleibende  Kurve  ist 
also  noch  von  der  Ordnung 

2  w  —  (ri  +  ^2  +  ^3)  ^ 
und  sie  geht  noch 

durch  B[  ...  {n  —  {v2  -{-  v^) )-mal 

„       Bi  ...  {n  —  (vi+  V3) >-mal 

„       B^  ..  .  {n  —  (v^  +  r2))-mal 

hindurch.  Denn  B^  z.  B.  ist  für  den  ganzen  Komplex  der  ent- 
sprechenden Kurven  ein  w-f  acher  Punkt,  und  die  F.-Linien  B[  B^ 
und  B[B^  gehen  v^  bzw.  v^-mal  gerechnet  durch  B^  hindurch. 

Beispiele:  Einem  Kegelschnitte,  der  durch ^^  hindurch- 
geht, entspricht  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  in  B[ 
einen  Doppelpunkt,  in  B^  und  B^  noch  einfache  Punkte  hat. 

Einem  Kegelschnitte  durch  A^  und  A2  entspricht  ein 
Kegelschnitt  durch  Bi ,  Bi . 

Einem  Kegelschnitte  durch  A^  j  A2 ,  A^  entspricht  eine 
Gerade  in  der  anderen  Ebene. 
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§  3.    Kurvensingularitäteo  auf  dem  F.-System. 

Punkt  auf  einer  F.-Linie 
und  Abbildung  seiner  Umgebung. 

5.  Hat  eine  Kurve  einen  vielfachen  Punkt  X  irgend- 
welcher Art,  der  aber  nicht  in  einem  F.-Punkte  und  nicht 
auf  einer  F.-Linie,  also  kurz:  außerhalb  des  F.-Systems 
gelegen  sein  soll,  so  wird  die  entsprechende  Kurve  im  ent- 
sprechenden Punkte  X'  einen  vielfachen  Punkt  von  gleicher 
Multiplizität  besitzen,  wie  man  leicht  beweist.  Jedem  Zweige 
der  ersten  Kurve  durch  X  wird  wieder  ein  Zweig  der  ent- 


sprechenden Kurve  durch  X'  zugeordnet  sein,  so  daß  also 
auch  die  Zahl  der  Tangenten  in  X  und  X^  übereinstimmt. 
Dagegen  werden  Punkte  der  Kurve,  die  zu  X  unendlich  be- 
nachbart auf  einer  Tangente  liegen,  im  allgemeinen  nicht 
in  Punkte  der  gleichen  Eigenschaft  übergehen.  Denn  der 
Geraden  entspricht  ja  ein  Kegelschnitt.  Z.  B.  wird  ein 
Wendepunkt  J  der  Kurve  nicht  wieder  in  einen  solchen  sich 
transformieren.  Vielmehr  hat  der  entsprechende  Punkt  «7' 
im  allgemeinen  bloß  die  Eigenschaft,  daß  ein  dem  Haupt- 
dreieck der  Ebene  s^  umschriebener  Kegelschnitt  in  ihm  die 
Kurve  oskuliert. 

Wesentlich   anders    gestaltet   sich    dagegen    die    Sache, 
wenn    die    Singularität    der    betrachteten   Kurve    auf   dem 
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F.-System  gelegen  ist;  sie  kann  dann  durch  die  Trans- 
formation sehr  verändert,  ja  ganz  aufgehoben  werden.  Es 
sei  W  der  auf  der  F.-Linie  A^A^  gelegene  Punkt,  in  dem 
die  zu  betrachtende  Kurve  X"  w-ter  Ordnung  eine  Singu- 
larität besitzen  soll.  Es  wird  dann  jedenfalls  von  Vorteil 
sein,  vor  allem  eine  Anschauung  darüber  zu  gewinnen,  wie 
sich  die  dem  Punkte  W  benachbarten  Teile  der  Ebene  in 
die  andere  Ebene  abbilden.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  in 
den  Fig.  2  a   und  2  b   die  Transformation   durch  Annahme 


Fig.  2  b. 


der  beiden  F.-Dreiecke  und  der  Punkte  P,  P'  festgelegt. 
Dem  Strahle  A^T  oder  ^  entspricht  dann  der  Strahl  ^', 
welcher  P'  mit  Pg  verbindet  und  dem  Schnittpunkte  TF 
von  'p  und  A^  A^  der  auf  p'  gelegene  Nachbarpunkt  zu  Pg . 
Zu  den  Strahlen  x,  y  und  den  Punkten  X,  F,  Z,  T ,  Y,  ü 
sind  die  entsprechenden  Elemente  x%  y%  X\  .  .  tf'  gezeichnet. 
Beschränkt  man  sich  auf  die  der  F.-Linie  benachbarten 
Streifen,  so  gehen  die  in  den  Figuren  je  in  gleicher  Art 
schraffierten  Gebiete  bei  der  Transformation  ineinander 
über.  Bei  anderer  Wahl  der  Punkte  P  und  P'  ändern  sich 
natürlich  die  Figuren  in  sinngemäßer  Weise.  Jedem  durch  W 
gehenden  Kurvenzuge  entspricht  im  andern  Feld  ein  Zweig, 
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der  den  Strahl  p'  in  B^  berührt.  Unsere  Darstellung  ermög- 
licht dann  bereits  eine  Beurteilung  der  gestaltlichen  Ver- 
hältnisse. Verläuft  z.  B.  ein  Kurvenzweig  von  X.  über  W 
nach  Yy  so  daß  er  in  TT  die  F. -Linie  ^1^2  berührt,  so 
geht  der  entsprechende  Kurvenzweig  im  anderen  Felde  von 
Xf  über  B^  nach  Y\  während  p^  berührt  wird;  er  zeigt 
also  den  Typus  einer  Spitze.  Erstreckt  sich  dagegen  die 
Kurve  von  X  über  W  nach  ü ,  so  bleibt  der  entsprechende 
Kurvenzug  XfB^U^  auf  der  gleichen  Seite  der  Tangente  p\ 

Berührung  einer  F.-Linie. 

6.  Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  daß  die  durch  W 
gehende  Kurve  K*^  mit  der  Linie  A^  W  oder  p  in  W/ll  kon- 
sekutive Punkte  gemein  hat.    Der  Strahl  p  liefert  also  mit 


Fig.  3  a.  Fig.  3  b. 

der  K^  noch  n—  ju  Schnittpunkte,  die  nicht  dem  F.-System 
angehören.  Folglich  muß  der  Strahl  p^  mit  der  entsprechen- 
den Kurve  K^^"  ebensoviele,  dem  F.-System  nicht  an- 
gehörige  Punkte  gemein  haben,  und  in  B^  werden  demgemäß 
2  n  —(n  —  ju)  =  n  -\-  jbt  Schnittpunkte  vereinigt  liegen.  Die 
F.-Linie  Ä^  A^  hat  aber  außer  W  noch  n  —  \  Schnittpunkte 
mit  der  JE"  gemein,  denen  ebensoviele  Durchgänge  der  K'^^ 
durch  jßg  entsprechen.  Der  dem  Durchgange  W  zugeordnete 
Kurvenzweig  wird  folglich  mit  der  Tangente  p'  noch  /^  +  1 
konsekutive  Punkte  in  B'^  gemein  haben. 

In  den  Fig.  3  a  und  3  b  ist  der  Fall  //  =  2  gezeichnet; 
die  Kurve  ^  berührt  den  Strahl  p  in  W  einfach;  die 
Kurve  K"^^  besitzt  dann  in  B'^,  einen  Wendepunkt  mit  p^ 
als  Wendetangente. 
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Die  Fig.  4  a  und  4b  bringen  den  Fall  /*  =  3  zur  An- 
schauung. Die  Kurve  Z"  hat  in  W  einen  Wendepunkt 
mit  p  als  Wendetangente;  die  entsprechende  Kurve  K^^*^ 
hat  mit  dem  Strahle  p'  in  B^  vier  konsekutive  Punkte  ge- 
mein, was  einer  sog.  „Undulation"  entspricht.  In  allen 
Figuren  ist  nur  die  Umgebung  des  Punktes  W  und  das  ihr 
entsprechende  Gebiet  der  andern  Ebene  berücksichtigt. 


Fig.  4  a. 


Fig.  4'b. 


Weiter  mögen  auf  der  F.-Linie  Ä^  Ä2V1WV  aufeinander- 
folgende Punkte  der  K*"  vereinigt  liegen.  Dann  liefert  der 
Strahl  p  nur  n  —  1  nicht  dem  F.-System  angehörige  Schnitt- 


Fig.  5  b. 


punkte  mit  der  K",  so  daß  auf  j?'  in  der  Nachbarschaft 
von  jBg  w  +  1  Punkte  der  if'^"  gelegen  sind.  Die  Linie  Ä1Ä2 
aber  schneidet  jetzt  die  J?""  bloß  noch  in  n  —  v  Punkten, 
welchen  ebensoviele  Durchgänge  der  J^'^"  durch  B^  ent- 
sprechen. Also  hat  der  Strahl  p^  mit  dem  dem  Durch- 
gange W  entsprechenden  Kurvenzuge  noch  v  -}-  1  Punkte 
gemein.  Der  Unterschied  dem  vorigen  Falle  gegenüber  be- 
steht darin,  daß  die  hier  vorliegende  Kurve  K^^*^  in  B^ 
einen  i^fachen  Punkt  besitzt,  von  dem  v  Tangenten  in  p^ 
sich  vereinigt  haben.    Man  kann  sich  die  Singularität  der  X'^** 
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in  Fg  also  durch  einen  Grenzübergang  entstanden  denken, 
indem  man  in  dem  w-fachen  Punkte  v  Schleifen  sich  zu- 
sammenziehen läßt.  Jede  solche  Schleife  entspricht  dem 
Teile  der  Kurve  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Schnitt- 
punkten mit  A^A^,     In  den  Fig.  5  a  und  5  b  ist  dies  für 


Fig.  6  a. 


Fig.  6  b. 


einen  dreifachen  Punkt  dargestellt.  Die  Fig.  6  a  und  6b 
zeigen  dann  den  Fall  r  =  3  etwa  für  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  K^ ;  die  entsprechende  Kurve  sechster  Ordnung  K'^ 


Fig.  7  a. 


Fig.  7b. 


hat  in  JBg  einen  dreifachen  Punkt,  dessen  drei  Tangenten  in 
eine  zusammengefallen  sind.  Die  Tangente  p'  in  ihm  hat  vier 
Punkte  mit  der  Kurve  gemein.  Endlich  erhält  man  für  v=4 
(Fig.  7  a)  bei  der  entsprechenden  Kurve  eine  Spitze  (Fig.  7  b). 

Vielfacher  Punkt  auf  einer  F.-Linie. 

7.  Hat  die  Kurve  £>  einen  Ä;-fachen  Punkt  in  TF,  so 
fallen  von  den  n  Tangenten  des  w- fachen  Punktes  jBg  der  K'"^^ 
Ic  in  dem  Strahle  jo'  zusammen.  Den  verschiedenen,  durch  W 
gehenden  Asten  entsprechen  die  einzelnen  Äste  von  jBT'^", 
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welche  alle  in  B^  die  Tangente  p^  berühren.  Wir  zählen 
wie  oben  ab,  daß  p^  mit  allen  diesen  Ästen  2  Je  Punkte  in  B^ 
gemein  hat.  Die  Kurve  K^^**  hat  also  in  B^  eine  Selbst- 
berührung. Die  Fig.  8  a  und  8  b  geben  eiue  schematische 
Darstellung  für  Ic  =  2 ,  d.  h.  für  einen  Doppelpunkt.  Eine 
weitere  Spezialisierung  tritt  ein,  wenn  eine  der  Tangenten 


Fig.  8  a. 


des  Ä-fachen  Punktes  mit  p  oder  mit  Äj^A^  zusammenfällt. 
Nehmen  wir  noch  etwas  allgemeiner  an,  auf  dem  Strahle  p 
seien  von  dem  ihn  berührenden  Aste  der  Kurve  mWju  kon- 
sekutive Punkte  gelegen.  Da  noch  weiter  Je  —  1  Zweige 
der  K"  durch  W  gehen,  so  zählt  W  auf  dem  Strahle  p  für 
yW+Ä;— 1  Schnittpunkte.  Es  ist  also  2Jc-{-ju—l  die  Maximal- 
zahl der  Schnittpunkte,  welche  einer  der  den  Strahl  p'  be- 
rührenden Äste  in  Bs  mit  der  Kurve  X'^**  gemein  hat. 


Fig.  9a. 


Fig.  9  b. 


Hat  beispielsweise  die  Kurve  K**  in  W  einen  Doppel- 
punkt, dessen  eine  Tangente  mit  p  zusammenfällt  (Fig.  9  a), 
so  ist  Ä  =  2 ,  V  =  2,   und  dem  Kurvenaste,  welcher  p  be- 
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rührt,  entspricht  in  der  zweiten  Ebene  ein  solcher,  der  in  B^ 
eine  Inflexion  besitzt;  die  Inflexionstangente  p'  hat  mit  ihm 
fünf  Punkte  in  B^  gemein  (Fig.  9  b). 

Endlich  kann  eine  der  Tangenten  des  Wachen  Punktes 
auch  mit  der  F.-Linie  ^1^2  zusammenfallen  oder  allgemeiner: 
es  kann  -4i  Jg  ^^^  ^^^  diese  F.-Linie  berührenden  Kurven- 
aste V  aufeinanderfolgende  Punkte  gemein  haben.  Dann 
fallen  von  den  Tangenten  des  ^-fachen  Punktes  B^  der  X'^** 
weitere  v  —  1  mit  p^  zusammen,  und  die  Maximalzahl  der 
Punkte,  welche  p^  mit  einem  der  dem  Ä;-fachen  Punkte  ent- 
sprechenden Aste  gemein  hat,  beträgt  2  Z;  +  r  —  1 . 


Fig.  10  a. 


Hat  z.  B.  K^  in  W  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt, 
dessen  eine  Tangente  Ä^Ä2  ist  (h  =  2  j  r  =  2)  (Fig.  10  a), 
so  entspricht  dem  die  Gerade  ^1^2  berührenden  Aste  eine 
Spitze,  deren  Tangente  fünf  Punkte  mit  der  K^^^  gemein 
hat  (Fig.  10b). 


Fig.  IIa. 


Die  Verbindung  beider  Fälle  (Fig.  IIa)  mag  als  Bei- 
spiel einer  analytischen  Behandlung  empfohlen  sein,  indem 
man    etwa   eine  Kurve    dritter  Ordnung   wählt,   welche  im 
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Doppelpunkte  W  die  Linien  WA^  und  ^i  Jig  ^^  Tangenten 
hat,  ihre  Gleichung  transformiert  und  die  neue  Kurve  in 
der  Nähe  des  Punktes  B^  untersucht  (Fig.  IIb). 

Spitze  auf  einer  F.-Linie. 

8.  Endlich  möge  die  Kurve  K**  iaW  eine  gewöhnliche 
Spitze  haben,  und  die  Tangente  in  der  Spitze  möge  zunächst 
weder  mit  J^Ag  noch  mit  A1A2  zusammenfallen.  Dann 
muß  die  Kurve,  sofern  es  sich  um  die  nächste  Umgebung 


Fig.  12  a. 


Fig.  12  b. 


der  Spitze  handelt,  in  einem  der  vier  Winkelräume  ver- 
laufen, in  welche  A1A2  und  WA^  die  Ebene  teilen.  Liegt 
z.  B.  die  Spitze  so,  wie  es  die  Fig.  12a  zeigt,  so  werden 
die  beiden  Äste  der  transformierten  Kurve  auf  der  gleichen 
Seite  der  Tangente  p^  gelegen  sein,  was  also  dem  Typus 
einer  Schnabelspitze  entspricht  (Fig.  12b).  Man  zählt 
wieder  leicht  ab,  daß  die  gemeinsame  Tangente  p^  mit  den 
beiden  Ästen  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  in  B^  gemein  hat. 


Fig.  18  a. 


Ist  p  selbst  die  Tangente  der  Spitze  (Fig.  13  a),  so 
verläuft  die  Kurve  in  zweien  der  oben  genannten  Gebiete, 
und  die  transformierte  Kurve  hat  in  B^  wieder  eine  Spitze 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen,  n.  2 
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(höherer  Art).     Die  Tangente  p'  enthält   in  JSg   fünf  kon- 
sekutive Punkte  der  Kurve  (Fig.  13  b). 


Fig.  14  a.  Fig.  14  b. 

Wenn  endlich  die  Rückkehrtangente  mit  derF.-Linie^i^g 
zusammenfällt  (Fig.  14a),  so  hat  die  entsprechende  Kurve  in  ^3 
eine  höhere  Inflexion,  indem  die  Wendetangente  2>' fünf  Punkte 
in  jBs  mit  der  Kurve  gemein  hat  (Fig.  14b). 

Berührung  einer  F.-Linie  in  einem  F.-Punkte. 

9.  Berührt  eine  Kurve  K^  eine  F.-Linie  in  einem  F.-Punkte, 
so  ist  die  analytische  Behandlung  der  geometrischen  vorzuziehen. 
Es  habe  z.  B.  die  ^  mit  der  F.-Linie  A^  A^  in  A^  r  konsekutive 
Punkte  gemein.  Dann  läßt  sich  die  Gleichung  dieser  Kurve 
sofort  anschreiben:  sie  muß  von  der  Form  sein: 

UqXI  +  «*i4"^  +   .  .  .    +  «*n-1^3  + 

+  a,xl-'xl  +  «..lO^r'-^^r '  +  .  .  .  +  «n 4  =  0  . 

Hierbei  sind  Wq  ,  m^  , . . .,  w„_i  homogene  Funktionen  vom 
Grade  0,  1,  ...,w  —  1  in  den  Variabein  iP^ ,  x^y  während  r 
eine  positive  Zahl  <w.  Transformiert  man  aber  diese  Glei- 
chung vermittels  der  Formeln  (10)  von  2.,  so  tritt  der  Faktor 
x[  =  0  heraus,  und  es  bleibt  die  Gleichung  übrig: 

t^o^i^-^iCg'"  +  uixixi'^-^xi''-^  +  uixi^x^'-^xi""-^  +  . . . 
-\- <_ixi''-'^ xi 
-^  xi'-^  {ttrxi*"-'  -i-  ar-ixix^''-'-^  -]-  ...  +  a„  ;r{«  "  »^  >  iC^"  =  0  . 

Die  w( ,  t*2 )  •  •  •  sind  dabei  die  Funktionen  % ,  ^2  ^  •  •  ->  wenn 
Xi  und  X2  bzw.  durch  X2  und  x^  ersetzt  werden.  Diese 
Kurve  (2n  —  l)-ter  Ordnung  hat  aber  den  Punkt  B^  oder 
a;f  =  0,   rc2  =  0  zum  (w  —  l)-fachen  Punkte,  und   von  den 
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n  —  1  Tangenten  desselben  fallen,  wie  aus  der  GleichuDg  zu 
ersehen,  r  —  1  mit  der  F.-Linie  BiB^  oder  xi  =  0  zusammen. 
Verbindet  man  ferner  die  obige  Gleichung  mit  der  andern 
xi  =  0,  so  ergibt  sich,  da^  in  B^  auf  der  F.-Linie  B^B^  n  auf- 
einanderfolgende Schnittpunkte  mit  der  Kurve  vereinigt  liegen. 


Fig.  16  b 


In  welcher  Weise  die  durch  A^  gehenden  Zweige  einer 
Kurve  sich  transformieren,  kann  aus  den  Fig.  15  a  und  15  b 
entnommen  werden,  in  denen  wieder  entsprechende  Gebiete 
der  beiden  Felder  gleich  schraffiert  sind.  Berührt  z.  ß.  eine 
Kurve  die  Linie  A^  A^  in  A^  in  gewöhnlicher  Weise  (r  =  2) , 

2* 
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SO  ist  B^B^  für  den  entsprechenden  Ast  in  B^  eine  gewöhn- 
liche Tangente. 

Nimmt  man  in  den  soeben  durchgeführten  Betrachtungen 
die  Kurve  jfiC'^"  als  gegeben  an,  so  geht  dieselbe  durch  die 
rationale,  quadratische  Transformation  in  die  Kurve  K*^ 
über,  die  Singularität  im  Punkte  B^  ist  also  in  eine  andere, 
einfachere  transformiert  worden.  Durch  die  eventuell  wieder- 
holte Anwendung  einer  solchen  Transformation  ist  man  imstande, 
jede  Singularität  einer  Kurve  „aufzulösen",  d.  h.  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte  anz  geben,  welche  einer 
solchen  Singularität  in  bezug  auf  die  Irrationalität  der  Kurve 
„äquivalent'^  ist.  Noether  (16,  17,  21)  hat  dies  in  mehreren 
Arbeiten  genau  untersucht.  Doch  kann  die  Auflösung  einer 
Singularität  in  verschiedener  Weise  erfolgen.  Deswegen  muß 
die  vollständige  Erörterung  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  vorbehalten  bleiben,  und  wir  verweisen  auf  die  be- 
bezüglichen  Ausführungen  in  H.  Wieleitner:  Theorie  der 
ebenen  algebraischen  Kurven  höherer  Ordnung,  Göschen, 
Leipzig  1905,  S.S.  43,  S.  164 ff. 

Anwendungen    der    quadratischen    Transformation. 

10.  Sind  zwei  Ebenen  durch  eine  Transformation  der 
soeben  betrachteten  Art  aufeinander  abgebildet  und  hat  man 
für  eine  Figur  der  ersten  Ebene  einen  Satz  aus  dem  Ge- 
biete der  Geometrie  der  Lage  bewiesen,  der  also  keine 
metrischen  Begriffe  benutzt,  so  kann  man  die  Figur  durch 
unsere  quadratische  Transformation  in  die  zweite  Ebene 
übertragen  und  für  diese  neue  Figur  ohne  weiteres  einen 
entsprechenden  Satz  formulieren.  Durch  fortgesetzte  Trans- 
formationen könnte  man  auf  diese  Weise  aus  einem  lagen- 
geometrischen Satze  unendlich  viele  neue  Sätze  ableiten,  die 
freilich  immer  komplizierter  werden  und  sich  auf  immer 
höhere  Kurven  beziehen.  Oder  es  gelingt  unter  Umständen 
eine  Aufgabe  der  ebenen  Geometrie  dadurch  zu  lösen,  daß 
man  die  Ebene  quadratisch  in  eine  andere  abbildet,  die 
in  der  zweiten  Ebene  sich  ergebende  Aufgabe  erledigt  und 
die  Lösung  dann  wieder  in  das  erste  Feld  überträgt.  Wir 
geben  für  beide  Arten  der  Anwendung  je  ein  Beispiel. 

Ein  sehr  bekannter  Satz  der  projektiven  Geometrie 
lautet:  Ist  einem  Dreieck  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben 
und   verbindet   man    die  auf  den  Dreiecksseiten    gelegenen 
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Berührungspunkte  desselben  mit  den  gegenüberliegenden 
Ecken,  so  gehen  diese  drei  Verbindungslinien  durch  einen 
Punkt.  Transformiert  man  diese  Figur  quadratisch  in  eine 
zweite  Ebene,  indem  man  das  gegebene  Dreieck  als  F.-Dreieck 
einführt,  so  geht  der  Kegelschnitt  in  eine  Kurve  vierter  Ord- 
nung der  andern  Ebene  über,  welche  in  den  drei  F.-Punkten 
dieser  Ebene  Spitzen  hat  (6.).  Die  drei  Linien  nach  den 
Berührungspunkten  des  Kegelschnittes  gehen  über  in  die 
drei  Tangenten  in  diesen  Spitzen  (4.),  also  müssen  auch  diese 
sich  in  einem  Punkte  begegnen.  Dieser  Satz  gilt  aber  dann 
für  jede  Kurve  dieser  Art.  Denn  liegt  irgend  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen  vor,  so  wählen  wir  das 
Dreieck  der  Spitzen  als  F.-Dreieck  einer  quadratischen 
Transformation.  Die  entsprechende  Kurve  im  andern  Feld 
ist  ein  Kegelschnitt,  der  dem  F.-Dreieck  dieser  Ebene 
einbeschrieben  sein  muß.  Also  gilt  wieder  die  obige  Schluß- 
folgerung. Wir  haben  damit  allgemein  den  Satz  gefunden, 
daß  die  drei  Rückkehrtangenten  einer  dreispitzigen  Kurve 
vierter  Ordnung  sich  in  einem  Punkte  begegnen. 

Zweitens  möge  es  sich  um  die  Aufgabe  handeln,  die 
Zahl  der  Kegelschnitte  zu  ermitteln,  welche  durch  drei 
gegebene  Punkte  gehen  und  zwei  Gerade  g  und  h  be- 
rühren. Wir  verlegen  wieder  die  F.-Punkte  einer  quadra- 
tischen Transformation  in  die  drei  gegebenen  Punkte.  Die 
Geraden  g  und  h  gehen  sodann  in  zwei  Kegelschnitte  Kg 
und  Kh  des  andern  Feldes  über.  Denken  wir  uns  irgend 
einen  Kegelschnitt  gefunden,  der  durch  die  drei  Punkte  geht 
und  g  und  h  berührt,  so  muß  ihm  in  der  andern  Ebene  offenbar 
eine  Gerade  entsprechen,  welche  Kg  und  Kh  berührt,  und  anderer- 
seits muß  jede  gemeinsame  Tangente  von  Kg  und  Kh  in 
einen  Kegelschnitt  übergeführt  werden,  der  den  genannten  Be- 
dingungen genügt.  Folglich  gibt  es  vier  Kegelschnitte,  welche 
durch  drei  Punkte  gehen  und  zwei  Gerade  berühren. 

§  4.    Die  quadratische  Transformation  in  allgemeiner 
Darstellung. 

Verallgemeinerung  der  bisherigen  Resultate. 

11.  Die  im  bisherigen  durchgeführte  Abbildung  zweier 
Ebenen  aufeinander  zeichnete  sich  durch  zwei  Eigenschaften 
aus:  erstens  durch  die  im  allgemeinen  in  beiderlei  Sinn  ein- 
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deutige  Zuordaung  der  Punkte  und  zweitens  dadurch,  daß 
einer  Jbeliebigen  Geraden  der  einen  Ebene  in  der  andern  ein 
Kegelschnitt  entsprach.  Der  letztern  Eigenschaft  wegen 
nannten  wir  die  Transformation  eine  quadratische.  Es  ist 
leicht,  quadratische  Transformationen  anzugeben,  welche  diese 
Eigenschaft  der  Eindeutigkeit  nur  in  einem  Sinne  besitzen. 
Bestehen  z.  B.  zwischen  den  Koordinaten  Xi  und  Xi  der 
Punkte  P  und  P'  zweier  Ebenen  e  und  e^  die  Beziehungen 

(1)  x[:  X2'.x^  =  «2  x\  ih^xl:  c^  xl , 

so  ordnen  diese  zwar  jedem  Punkte  P  oder  Xt  einen 
Punkt  P'  oder  Xi  zu,  die  inversen  Gleichungen  jedoch 

(2)  x^:x^:  x^  =.  ±--^x[  :  ±ji^i  :  ±y /^3 

bestimmen  unter  Berücksichtigung  aller  möglichen  Kom- 
binationen der  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  zu  jedem 
Punkte  P'  der  Ebene  e'  vier  zugehörige  Punkte  in  der 
Ebene  e.  Diese  quadratische  Transformation  ist  also  ein- 
vierdeutig.     Allgemein  können  wir  setzen: 

(o)  x-i  :  X2  ''  x^  =  Aj^  :  Ag  :  Ag  , 

wo  die  Xi  ganze,  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  in 
den  Koordinaten  x^^,  X2j  x^  sein  mögen.  Irgend  einer  Ge- 
raden a'  der  Ebene  e\  deren  Gleichung 

ä'  ^  a[  x[  +  «2  ^2  +  ^3  ^3  ==  0 

sein  möge,  entspricht  vermöge  dieser  Transformation  der 
Kegelschnitt  Ka',  dessen  Gleichung 

Ka'  =  aiX^  +[a2'^2  +  a^Xs  =  0  . 

Ebenso  erhalten  wir  zu  einer  zweiten  Geraden  V  den 
Kegelschnitt 

Kb'  =  h[X^  +  h^X,^  +  ftg'Xg  =  0  . 
Dem  Schnittpunkte  P'  der  Geraden  a'  und  ¥  sind  also 
die  vier  Schnittpunkte  zuzuordnen,  welche  Ka'  und  K^  liefern 
werden.  Man  erkennt  nun  auch  die  Bedingung,  unter  welcher 
die  Beziehung  dem  Punkte  P'  bloß  einen  Punkt  in  e  zu- 
weist: es  müssen  dann  von  den  vier  Schnittpunkten  der 
obigen  Kegelschnitte  drei  überhaupt  fest  sein,  während  bloß 
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einer  noch  beweglich  ist  Dies  tritt  aber  sicher  ein,  wenn 
die  Kegelschnitte 

(4)  X,=0,    X,  =  0,    Xs==0 

selbst  drei  feste  Punkte  gemein  haben.  Denn  durch  jeden 
diesen  drei  Kurven  gemeinsamen  Punkt  gehen  alle  Kurven 
des  Netzes 

(5)  aiX^-\-aiX,-{-aiXs=0] 

für  ganz  beliebige  Werte  der  «/  hindurch.  Diese  drei  ge- 
meinsamen Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  (4)  können  wir 
aber,  vorausgesetzt,  daß  sie  alle  drei  reell  existieren,  als 
Ecken  des  Koordinatensystems  wählen,  und  das  aus  den 
Kegelschnitten  (4)  gebildete  Netz  nimmt  dann  die  Form  an 

yDj  -O-ji  X^  ODß  -j-  -^2  *^1  ^3  ~T"  -^3  '^l  «^2  ^^^  ^  • 

Dieses  nun  läßt  sich  durch  eine  Substitution  von  der  Form 

u/j^  .  tx/2  •  "^S  —  ^  «^2     3  *  1     3  *  1      2 

auf  das  System  der  Geraden  von  e^  beziehen.  Das  sind 
aber  die  Formeln  von  2.,  aus  denen  durch  Umkehrung 
die  entsprechenden  für  x^,  ^g  ?  ^3  folgen.  Es  hat  sich  also 
ergeben: 

Sieht  man  von  der  Möglichkeit  ab,  daß  die 
F.-Punkte  auch  paarweise  imaginär  sein  können,  so 
stellt  die  in  §  1  dargestellte  Beziehung  die  all- 
gemeinste, ein-eindeutige  oder  birationale 
quadratische  Transformation  zweier  Ebenen  vor. 

Spricht  man  ohne  weiteren  Zusatz  von  einer  „quadra- 
tischen Transformation",  so  versteht  man  darunter  gewöhn- 
lich eben  diese  ein-eindeutig  umkehrbare  Beziehung. 

Darstellung  durch  zwei  bilineare  Gleichungen. 

12.  Gehen  wir  aus  von  den  zwei  in  x  und  x!  linearen 
Gleichungen 

(«11  X^  +«12  ^2  +«13  ^s)  ^1  +  Kl  ^1  +«22  ^2  +«23  ^s)  ^2 

+  («31  ^1  +  «32  "^2  +  «33  ^3/  *^3  "^  ^ 

(hl  ^1+^12  ^2  +  ^3  ^s)  ^l  +  fel  ^1+^22  ^2  +  ^23  ^3)^2 

+  (^31  ^1  +  ^32  ^2  +  ^83  ^s)  ^3=0, 


(7) 
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die  wir  kürzer  schreiben 

J±i  Xi  -f-  A^  X2  "T  -^s  ^3  =  0 


l  B,xl-\-B^xi-\-B,xi  =  0, 
wobei  also 

Bi  =  kl  Xi  -\-  hi2  X2  +  &*3  %  , 

so  liefern  dieselben  zu  jedem  Wertsystem  Xi  ein  bestimmtes 
System  rr/,  nämlich 

(8)     x[:xi'.xi=A^B^-A^B^iA^B^-A^B^:A^B^-A^B^  . 

Ordnen  wir  die  Gleichungen  (7)  nach  den  Xi,  so  ergeben 
sich  ganz  ähnliche  Formeln,  welche  zu  jedem  Punkte  Xt  einen 
zugehörigen  Punkt  Xi  bestimmen.     Setzen  wir  weiter 

X^  =  A2B3  —  A^  B2 

X2  =  A^B^  —  A^Bq 

X3  =  Aj^B2  —  A2B1  j 

so  geben  diese  quadratischen  Ausdrücke  in  den  x^  je  =  0 
gesetzt  drei  Kegelschnitte,  von  denen  man  erkennt,  daß  sie 
drei  Punkte  gemein  haben.  Denn  die  Gleichungen  dieser 
Kegelschnitte  können  wir  auch  so  schreiben 

A^  Ag  ^        Ai  Aq  ^        A2  -q-i 

B2        B^  '        B^        B^  '       B2        -Bi 

Denken  wir  uns  aber  einen  Schnittpunkt  der  beiden  ersten 
Kegelschnitte  gefunden,  so  nimmt  für  die  Koordinaten  dieses 
Punktes  der  Quotient  A^  jB^  in  den  beiden  ersten  Gleichungen 
den  gleichen  Wert  an,  also  folgt  aus  diesen  Gleichungen  die 
dritte,  d.  h.  der  genannte  Schnittpunkt  liegt  auch  auf  dem 
dritten  Kegelschnitte.  Nur  für  den  Schnittpunkt  J.3  =  0 , 
^3  =  0  ist  dieser  Schluß  unzulässig.  Denn  für  ihn  wird  der 
genannte  Quotient  unbestimmt,  und  die  dritte  Gleichung  folgt 
nicht  mehr  aus  den  beiden  ersten.  Demnach  geben  die  Glei- 
chungen (8)  nach  11.  die  ein-eindeutige  quadratische  Trans- 
formation, und  da  hier  über  die  Realität  der  Schnittpunkte 
der  Kegelschnitte  des  Netzes  nichts  vorausgesetzt  wird,  so 
ist  diese  Bestimmung  der  Transformation  durch  zwei  bilineare 
Gleichungen  ganz  allgemeiner  Natur  [Magnus  (1,  4)]. 
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Zusatz  1.  Wir  können  diese  Betrachtung  benutzen, 
um  die  Darstellung  einer  quadratischen  Transforraation  in 
rechtwinkligen  Koordinaten  zu  gewinnen.  Den  Übergang 
von    homogenen    zu    schiefwinkligen    Koordinaten    bewerk- 

OC  CG 

stelligen  wir  (G.  T.  I,  24),  indem  wir  —  und  —  durch  x 

x^  Xq 

bzw.  y  ersetzen.     Wir  erhalten  dann  aus  (7) 


(9) 

und  hieraus 


(«11^?  +  %2  2/  +  0^13)^'+  fei  ^  +  «22  2^  +  «23)«/' 

+  (%1  ^  +  «32  2/  +  «33)  =  0 

(&11  ^  +  612^  +  hs)  ^'  +  (^21 «  +  &22 «/  +  ^23)  y' 

+  (^31  ^  +  &32  2/  +  hs)   =  0 


^       A^B,~A,B,' 

wo  die^-  und  ^,- jetzt  in  den  schiefwinkligen  Koordinaten  x,  y 
geschrieben  sind. 

Zusatz  2.     Treffen  wir  die  speziellen  Annahmen: 

«21  =  <*22  ^^  ^23  "^^  ^ 
^11  =  ^12  =  &13  =  0 
^21   ==  %1  ^        ^22  =  %2  >       ^23  ==  «13  > 

SO  gewinnen  wir  aus  (9)  die  Gleichungen 

«21  ^  +  «22  «/  +  «23 


(10) 


X  = 


r  = 


«11  ^  +  «12  «/  +  «13 
^31  ^  +  ^32«/  +  hz 


«11  ^  +  «12  2/  +  «13  ' 

welche  eioe  Kollineation  vorstellen.  Wie  geometrisch  der 
Übergang  von  einer  quadratischen  zu  einer  kollinearen  Be- 
ziehung möglich  wird,  zeigt  die  synthetische  Erzeugung  der 
quadratischen  Transformation  (1.).  Um  eine  Kollineation  zu 
erhalten,  haben  wir  nämlich  nur  nötig,  in  der  projektiven 
Beziehung  der  Strahlenbüschel  Ä^ ,  B[  und  der  Strahlen- 
büschel A2  y  Bi  jedesmal  dem  Yerbindungsstrahl  ^1^2  ^^^ 
Verbindungsstrahl  B^Bi  zuzuordnen. 


26  I«  Quadratische  Transformationen  allgemeiner  Art. 

Erzeugung  durch  zwei  Korrelationen. 

IB.  Die  Darstellung  einer  quadratischen  Transformation 
durch  die  zwei  bilinearen  Gleichungen  (7)  ist  noch  einer 
andern  Deutung  fähig:  Irgend  einem  Punkte  Xi  oder  P 
ordneten  wir  den  Schnittpunkt  xl  oder  P'  der  Geraden  ^' 
und  q'  zu,  welche  durch  die  Gleichungen  (7)  bzw.  dar- 
gestellt werden.  Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  dieser 
Geraden  bzw.  mit  |/,  ?y/,  so  gelten  die  Beziehungen: 

Q^\  =  dxx  X^  -\-  a^2  ^2     1     %3  -^3       ß^Vl"^  ^11  "^l  ~1~  ^12  ^2  "T  ^13  *^3 
Q  ^2  ^^  0^21  ^1     i     ^22  "^2  ~r  <^23  "^3       A*  ^2  ^^^  ^21  '^l     i    ^22  '^2     i     ^23  "^8 

Q  g^  =  dgi  x^  +  %2  '^2  ~r  %3  '^s     /*  ^3  ^^  ^31  «^i  ~r  %2  ^2  ~r  ^^33  «^3  • 

Jede  dieser  Gruppen  stellt  aber  eine  Korrelation  vor. 
Die  Ebene  e  ist  also  in  doppelter  Weise  reziprok  auf  die 
Ebene  e'  bezogen;  auch  umgekehrt  entsprechen  jedem  Punkte 
von  e'  zwei  Gerade  bzw.  deren  Schnittpunkt  in  e.  Die  qua- 
dratische Transformation  entsteht  dadurch,  daß  man  jedem 
Punkte  der  einen  Ebene  den  Schnittpunkt  der  beiden  ihm  ent- 
sprechenden Geraden  der  andern  Ebene  zuordnet  [Reye  (14)]. 
Bezeichnen  wir  die  Punkte  der  Geraden  p'^  welche  in 
einer  Korrelation  dem  Punkte  P  entspricht^  als  konjugiert 
zu  P,  so  sind  die  entsprechenden  Punkte  der  quadratischen 
Transformation  konjugiert  in  den  beiden  Korrelationen,  und 
wir  können  das  obige  Resultat  auch  wie  folgt  ausdrücken: 

Bezieht  man  zwei  Ebenen  in  doppelter  Weise 
reziprok  aufeinander,  so  bilden  die  in  beiden  Kor- 
relationen einander  konjugierten  Punkte  eine  qua- 
dratische Transformation. 

Wählen  wir  als  eine  der  beiden  Korrelationen  eine  aus- 
geartete (vgl.  G.  T.  I.  ö.  124,  255),  welche  sich  wie  folgt  er- 
gibt. In  den  beiden  Ebenen  e  und  e'  werden  zwei  projektive 
Strahlenbüschel  S  und  S'  angenommen.  Irgend  ein  Punkt  P 
bestimmt  dann  mit  S  verbunden  einen  Strahl,  und  den  ihm 
im  Büschel  S'  zugewiesenen  Strahl  p^  ordnen  wir  dem  Punkte  P 
zu.  Dem  Punkte  S  entspricht  jeder  Strahl  von  e'  und  analog 
dem  Punkte  S'  jeder  Strahl  von  e.  Daraus  folgt  aber  ohne 
weiteres    die   Richtigkeit    folgender    bemerkenswerten,    von 
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Aschieri  (18)  direkt  abgeleiteten  Erzeugungder  quadratischen 
Verwandtschaft : 

„In  den  beiden  Ebenen  e  und  g'  sind  zwei  projektive 
Strahlenbüschel  S  und  >S'  gegeben;  außerdem  besteht  zwischen 
beiden  Ebenen  eine  reziproke  Beziehung.  Irgend  ein  Punkt  P 
liefert  mit  S  verbunden  einen  Strahl  jp ,  dem  im  Büschel  S' 
ein  gewisser  Strahl  p^  entspricht.  Die  reziproke  Beziehung 
dagegen  ordnet  dem  Punkte  P  einen  gewissen  Strahl  p^  zu. 
Schneiden  sich  p'  und  ^9^  in  P',  so  besteht  zwischen  Pund  P' 
eine  allgemeine  quadratische  Verwandtschaft/^ 

Die  F.-Systeme  in  den  beiden  Feldern  auf  Grund  dieser 
Erzeugung  abzuleiten,  bietet  keine  Schwierigkeiten.  Weiter 
läßt  sich  aber  diese  Betrachtung,  wie  später  zu  zeigen  sein 
wird,  auch  direkt  auf  den  Raum  übertragen. 

Bestimmung    einer    quadratischen    Transformation. 

14.  Eine  Korrelation,  z.  B.  die  durch  die  erste  der 
Gleichungen  (7)  gegebene,  enthält  neun  homogene,  also  acht 
wesentliche  Konstante.  Ist  irgend  ein  Paar  konjugierter 
Punkte  Xij  Xi  gegeben,  so  liefert  es  durch  Einsetzen  der 
Werte  eine  Beziehung  zwischen  den  Konstanten  der  Kor- 
relation.    Es  folgt  daraus: 

Eine  reziproke  Beziehung  ist  durch  acht  Paare 
konjugierter  Punkte  gerade  und  eindeutig  bestimmt. 

Denn  wir  erhalten  dann  acht  lineare  Gleichungen  zur 
Berechnung  der  acht  unbekannten  Koeffizienten  a^ .  —  Ver- 
einigen sich  in  zwei  Paaren  konjugierter  Punkte  zwei  Punkte 
der  gleichen  Ebene,  so  daß  also  z.  B.  einem  Punkte  P  von  e 
die  Punkte  P'  und  P'  von  «'  konjugiert  sein  sollen,  so  ist 
die  Verbindungslinie  P'P'  die  dem  Punkte  P  entsprechende 
Gerade.  An  Stelle  zweier  Paare  konjugierter  Punkte  kann 
also  auch  die  Angabe  eines  Punktes  und  der  ihm  entsprechen- 
den Geraden  treten.  Im  speziellsten  Falle  wird  mithin  eine 
Korrelation  durch  vier  Punkte  im  einen  und  vier  Gerade 
im  andern  Feld  festgelegt.     (G.  T.  I.  76.) 

Für  die  quadratische  Verwandtschaft  beweisen  wir  jetzt 
folgenden  Satz: 

Durch    sieben  Paare    entsprechender  Punkte  ist 
eine  quadratische  Transformation  eindeutig  bestimmt. 
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Denken  wir  uns  in  die  erste  der  Gleichungen  (7)  die 
Koordinaten  eines  Paares  konjugierter  Punkte  eingesetzt  und 
sie  auf  die  Form  gebracht 

I  ^«11  +^«12  +  Ca^s  +  I) a^i  -]-  E a22  -^  Fa^s  +  G a^i 

\  =  Ha^2  +  «^%3  > 

so  sind  dabei  die  Konstanten  A,  B ,  . .  .y  J  in  einfacher 
Weise  aus  den  Koordinaten  des  gegebenen  Punktpaares 
zusammengesetzt.  Kennt  man  sieben  Paare  konjugierter 
Punkte,  so  kann  man  also  sieben  Gleichungen  wie  (11)  an- 
setzen und  aus  diesem  linearen  System  die  sieben  Koeffi- 
zienten a^^,  .  .  .y  «31  der  linken  Seite  als  Funktionen  der 
rechts  stehenden  bestimmen.  Die  Auflösung  mittels  Deter- 
minanten läßt  sofort  erkennen,  in  welcher  Form  sich  diese 
Koeffizienten  darstellen:  Es  ist  z.  B. 

«12  =  Na^2  +  -P«33     usw. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  erste  der  Gleichungen  (7)  ein, 
so  ergibt  sich  eine  Relation: 

(12)  «32  i?2  +  «33  ^3  =  0  . 

Dabei  sind  J?2  =  0  und  i^g  =  0  bilineare  Gleichungen, 
welche  also  je  eine  Korrelation  vorstellen.  Die  gegebenen 
sieben  Punktpaare  sind  konjugiert  in  jeder  dieser  beiden 
Korrelationen.  Andrerseits  haben  aber  diese  beiden  rezi- 
proken Beziehungen  unendlich  viele  konjugierte  Punktpaare 
gemein,  welche  nach  13.  eine  quadratische  Verwandtschaft 
bilden.  Für  irgendwelche  Werte  von  «32  und  «33  gibt  ferner 
die  Gleichung  (12)  eine  reziproke  Beziehung,  welche  diese 
quadratische  Verwandtschaft  ebenfalls  als  System  konjugierter 
Punkte  enthält.  Es  ist  also  in  der  Tat  durch  die  sieben 
Punktpaare  eine  quadratische  Transformation  bestimmt. 
Weiter  erkennt  man  aber  leicht,  daß  es  nur  eine  solche 
quadratische  Transformation  geben  kann.  Denn  angenommen, 
es  gäbe  noch  eine  zweite  derartige  Verwandtschaft  mit  den 
sieben  gegebenen  Paaren  als  entsprechenden  Punkten,  so 
würde  einem  Punkte  X  in  der  ersten  quadratischen  Be- 
ziehung ein  Punkt  X',  in  der  zweiten  ein  Punkt  X''  ent- 
sprechen.   Dann  wären  aber  X,  X'  und  X,  X''  konjugierte 


§  4.  Die  quadratische  Transformation  in  allgemeiner  Darstellung.    2  9 

Punktpaare  in  beiden  Reziprozitäten  R^  =  0  und  Eg  =  0; 
diese  hätten  neun  Punktpaare  gemein,  müßten  also  identisch 
sein,  was  nicht  möglich  ist.    Wir  haben  demnach  gefunden: 

Es  gibt  unendlich  viele  Korrelationen,  welche 
sieben  gegebene  Punktpaare  als  konjugierte  ent- 
halten, und  irgend  zwei  dieser  Korrelationen  be- 
stimmen in  den  für  beide  gemeinsam  konjugierten 
Punktpaaren  die  gleiche  quadratische  Transformation. 

15,  Vereinigen  sich  zwei  Punkte  zweier  Paare,  so  daß 
also  z.  B.  dem  Punkte  P  die  Punkte  P'  und  P'  entsprechen, 
so  muß  P  ein  F.-Punkt  der  einen  Ebene  und  die  Verbindungs- 
linie P'P'  eine  F.-Gerade  der  andern  Ebene  sein.  Die  An- 
gabe eines  F.-Punktes  und  der  entsprechenden  F.-Linie 
in  einer  quadratischen  Transformation  zählt  also  für  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte. 

Man  kann  demnach  eine  quadratische  Verwandtschaft 
in  folgender  Weise  bestimmen; 

a)  durch  sieben  Paare  entsprechender  Punkte; 

b)  durch   einen  F.-Punkt,  seine  entsprechende  F.-Linie 
und  fünf  Paare  entsprechender  Punkte; 

c)  durch  zwei  F.-Punkte,  ihre  entsprechenden  F.-Linien 
und  drei  Paare  entsprechender  Punkte; 

d)  durch  die   drei  F.-Punkte,  die  drei  entsprechenden 
F.-Linien  und  ein  Paar  entsprechender  Punkte. 

Die  zuletzt  erwähnte  Art  der  Bestimmung  bildete  früher 
(2.)  den  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung.  Es  mag  hier 
auch  noch  bemerkt  werden,  daß  die  F.-Punkte  in  beiden 
Ebenen  entweder  alle  drei  reell  sind  oder  paarweise  kon- 
jugiert imaginär.  Einem  reellen  F.-Punkte  ist  stets  wieder 
ein  reeller  F.-Punkt  zugeordnet.  Denn  dem  Strahlenbüschel 
reeller  Geraden,  welches  ein  reeller  F.-Punkt  trägt,  muß 
wieder  ein  solcher  Strahlenbüschel  entsprechen.  Ein  ima- 
ginärer F.-Punkt  enthält  aber  nur  eine  reelle,  durch  ihn 
hindurchgehende  Gerade. 

Zusatz.  Bestimmen  wir  im  Falle  a)  ganz  allgemein 
die  quadratische  Transformation  durch  sieben  Paare  ent- 
sprechender Punkte  und  denken  wir  uns  zwei  zugeordnete 
F.-Punkte,  z.  B.  Ä^  und  B[  gefunden,  so  ist  der  Strahlen- 
büschel A^  dem  Strahlenbüschel  B^  projektiv,  und  den  sieben 
Strahlen  von  Äj^  nach  den  gegebenen   sieben  Punkten  des 
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einen  Feldes  entsprechen  die  sieben  Strahlen  von  JBi  nach 
den  sieben  Punkten  des  zweiten  Feldes.  Es  gibt  also 
höchstens  drei  Punkte  in  jeder  Ebene  von  der  Eigenschaft, 
daß  zwei  gegebene  Gruppen  von  je  sieben  Punkten  aus 
ihnen  durch  projektive  Strahlenbüschel  projiziert  werden. 
Über  die  Konstruktion  dieser  Punkte  und  die  damit  zu- 
sammenhängenden Probleme  hat  Sturm  (15)  weitere  Unter- 
suchungen angestellt. 

§  5.  Die  Transformationen  mit  zusammenfallenden 
F.-Punkten. 

Die    Transformation    mit    zwei    zusammenfallenden 
F.-Punkten. 

16.  Es  kann  auch  vorkommen,  daß  von  den  drei  F*- 
Punkten,  die  bei  einer  quadratischen  Transformation  in  jedem 
der  beiden  Felder  auftreten,  zwei  zusammenrücken  oder  daß 
alle  drei  sich  vereinigen.     Diese  Verwandtschaften  erhalten 


Fig.  16  a.  Fig.  16  b. 

wir,  wenn  wir  bei  der  Bestimmung  der  projektiven  Strahlen- 
büschel J^i ,  Bi ,  A2  ,  Bi  statt  der  allgemeinen  Annahmen  von 
1.  bestimmte  speziellere  machen.  Geben  wir  uns  wieder  die 
Punkte  Äj^yÄ^ia  der  Ebene  s  (Fig.  1 6  a)  und Bi,  Bi  in  e'  (Fig.  16  b) 
beliebig  und  ordnen  wir  in  den  Strahlenbüscheln  Ä^Bl  dem 
Strahle  -^1^2  ^^^^  ^  ^^^  Strahl  BIB2  oder  x%  ferner  einem 
Strahle  u  den  Strahl  w'  zu,  werden  weiter  in  den  Büscheln  A2 
und  Bi  die  Strahlen  y,VyZ  der  Figur  den  Strahlen  «/', 
v',  z'  zugeordnet,  so  ist  die  projektive  Beziehung  der  letzt- 
genannten Büschel  dadurch  bestimmt.  In  den  Büscheln  A^ 
und  B[  dagegen  dürfen   wir  noch  einen  Strahl  w  und  den 
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zugeordneten  w'  beliebig  annehmen.  Nun  sind  wir  wieder 
ganz  wie  früher  imstande,  zu  jedem  Punkte  des  einen  Feldes 
einen  Punkt  im  andern  zu  konstruieren,  aber  wir  übersehen 
auch  sofort,  daß  die  früher  (S.  2)  mit  A^  und  B^  bezeichneten 
Punkte  jetzt  mit  A2  bew.  JB2  zusammenfallen. 

Um  die  Formeln  für  diese  Transformationen  abzuleiten, 
bringen  wir  noch  w  und  s  in  X3  sowie  w'  und  y^  in  Yg 
zum  Schnitt  und  benutzen  ^^^g^s  bzw.  B^B^Y^  als  Ko- 
ordinatendreiecke, wobei  Xg  und  Yg  jetzt  weder  singulare  noch 
entsprechende  Punkte  sind.  Bestimmt  man  dann  ganz  wie 
in  2.  für  jede  der  beiden  projektiven  Beziehungen  die  zu- 
gehörige bilineare  Relation  und  eliminiert  die  Parameter,  so 
erhält  man  leicht: 

und  daraus 

Beide  Gruppen  von  Gleichungen  lassen  das  gleiche  Bildungs- 
gesetz erkennen. 

Geometrisch  oder  unter  Benutzung  dieser  Formeln  zeigt 
man,  daß  einer  beliebigen  Geraden,  z.  B.  im  Felde  e,  ein 
Kegelschnitt  in  e^  entspricht,  welcher  durch  B^  und  B2  geht, 
im  letztern  Punkte  aber  überdies  die  Gerade  Bi  Y^  berührt. 
Die  Punkte  Ä^  und  Ä2  sind  die  F.-Punkte  der  Ebene  e, 
B[  und  B2  die  von  e';  aber  man  kann  sagen,  daß  der  dritte 
F.-Punkt  J.3  unendlich  nahe  an  A^  herangerückt  ist  auf  der 
Geraden  A^  X^  ,  während  B^  auf  B2  Y^  zu  B2  benachbart  liegt. 

Dem  Punkte  A^  bzw.  den  durch  ihn  gehenden  Rich- 
tungen entsprechen,  wie  im  allgemeinen  Falle,  projektiv  die 
einzelnen  Punkte  von  BiY^  und  analog  verhalten  sich  B[ 
und  -^gXg.  Dagegen  entspricht  jeder  Richtung  durch  A2 
jetzt  eine  Richtung  durch  B2  (3.).  Eine  Ausnahme  macht 
bloß  die  F.-Gerade  A2  Xg  ;  dieser  Richtung  entsprechen  alle 
Punkte  von  B^B^,  und  ebenso  der  Richtung  -BgYg  die 
Punkte  von  Aj^  j^  . 

Irgend  eine  Kurve  w-ter  Ordnung  von  e  in  allgemeiner 
Lagenbeziehung  in  bezug  auf  das  F.-System  geht  durch 
diese  Transformation  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2n 
über,  die  B[  und  B^  je  zu  w- fachen  Punkten  hat,  aber  die 
w  Tangenten  im  letztern  fallen  sämtlich  mit  B^Y^  zusammen. 
Die  Singularität  in  B^,  kann  entstanden  gedacht  werden  aus 
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der  VereiniguDg  von  zwei  gewöhnlichen  w-fachen  Punkten. 
Wählt  man  z.  B.  einen  Kegelschnitt 

«11  Ä?f  +  «22  a^lH-  «33  ^i  +  2  %2  ^1  ^^2  +  .  .  .   ==  0  , 

SO  geht  derselbe  für  a  =  h  =  c  =  1  über  in  die  Kurve  vierter 
Ordnung 

«11  ^3*  +  «22  ^1^^2^  +  «33  ^1^^3^  +  2  «12  X^X^X^^^ 

+  2a^^x[x^''^  +  2a23Xi^X2X2  =  0 

und  diese  hat  in  JB[  oder  x^  =  0 ,  x^  =  0  einen  gewöhnlichen 
Doppelpunkt,  während  Bi  oder  ri;(  =  0 ,  rCs  =  0  ein  sogenannter 
„Berührungsknoten**  ist.  Die  Kurve  besitzt  in  ihm  eine 
Selbstberührung,  d.  h.  zwei  Aste  derselben  berühren  sich 
von  außen  oder  innen.  Durch  das  Zusammenrücken  zweier 
Doppelpunkte  läßt  sich  die  Entstehung  dieser  Singularität 
sehr  gut  veranschaulichen. 

Um  endlich  diese  Transformation  auch  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  darzustellen,  setzen  wir 

in  der  Ebene  e:     x  =  —  ,       y  =  -^  , 

in  der  Ebene  e'-.     x'=  -7  ,        y'=  —, 

Xz  x^ 

und  erhalten  die  einfachen  Gleichungen: 

Ji/  —  JC     f 

y  =  ^y  • 

Das  ist  die  Transformation,  welche  Noether  (17,  21)  haupt- 
sächlich zur  Auflösung  von  Kurvensingularitäten  verwendet. 

Die  Transformation  mit  drei  zusammenfallenden 
F.-Punkten. 

17.  Um  die  Transformation  mit  drei  vereinigten  F.- 
Punkten geometrisch  herzuleiten,  müssen  wir,  da  in  diesem 
Falle  nur  ein  Paar  entsprechender  Strahlenbüschel  vorhanden 
ist,  etwas  anders  verfahren.  Es  seien  X^  Xg  X3  und  Y[  Y^  F3 
die  beiden  Koordinatendreiecke  in  den  Ebenen  s  und  s\ 
Die  Punkte  X^  und  Y[  mögen  projektive  Strahlenbüschel 
tragen  in  der  Art,   daß  den  Strahlen  X^Xg  und  X^Xg  die 
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Strahlen  ¥^¥2  und  Y^Y^  entsprechen.  Dem  Punkte  X2 
sei  der  Punkt  Y2  zugewiesen  und  wir  ordnen  nun  dem 
Strahlenbüschel  Xg  ein  Kegelschnittbüschel  durch  Y2  zu, 
das  in  Y^  drei  vereinigte  Grundpunkte  hat,  dessen  Kegel- 
schnitte sich  also  sämtlich  in  Y^  oskulieren.  Ein  Beispiel 
für  ein  solches  Büschel  liefert  uns  die  G.  T.  I.  143.  S.  246 
behandelte  Aufgabe,  in  der  wir  nur  den  Punkt  JB  variieren 
zu  lassen  brauchen,  um  ein  System  von  Kegelschnitten  zu 
erhalten,  welche  alle  den  gegebenen  Kreis  in  A  oskulieren. 
Wird  nun  der  Strahlenbüschel  Xg  projektiv  auf  diesen  Kegel- 
schnittbüschel bezogen,  so  liefert  jeder  Punkt  P  der  Ebene  s 
je  einen  Strahl  nach  X^  und  Xg .  Dem  ersten  entspricht 
in  e'  ein  Strahl  durch  Yl,  dem  zweiten  ein  Kegelschnitt 
dieses  Büschels  und  beide  schneiden  sich  außer  in  ZJ  im 
entsprechenden  Punkte  P\ 

Die  rechnerische  Durchführung  bietet  keine  Schwierig- 
keiten. Die  Seite  Y^  Y^  oder  0:2  =  0  sei  die  gemeinsame 
Tangente  aller  Kegelschnitte  des  Büschels.  Dieselben  er- 
scheinen, da  sie  durch  Yi  oder  x^^O^  x^  =  0  hindurch- 
gehen, in  der  Form 

Ein  zweiter  Kegelschnitt  sei 

ci'k^P  +  2 «23^2^3  +  2 a[2x[x^  =  0  . 

Eliminieren  wir  aus  beiden  Gleichungen  das  Glied  mit  x^'^, 
so  erhalten  wir  in  0^2  =  0  und 

(«23  0^33  ^23  %3)  ^3  ~1~  (%2  %3  —  %2  ^s)  ^1=0 

ein  Geraden  paar,  das  durch  die  vier  Schnittpunkte  der 
beiden  Kegelschnitte  hindurchgeht.  Soll  in  Y[  ein  dritter 
Schnittpunkt  gelegen  sein,  so  muß  die  obige  Gerade  durch 
Yi  gehen,  d.  h.  x^  =  0  werden,  folglich  hat  man 

^12  ^33  —  ^12  %3  "^^  ö 

oder 

«83  =  — ^«  «12  >       «33  =  —ma[2  . 
Die  Gleichung  des  Kegelschnittbüschels  wird  dann 

«28  ^2^3  +  «12  (^1  ^2  —  inX^'^)  =  0 

d  er 

rc^ iCg  -f-  M{x[ xi  —  mxP)  =  0, 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   Et.  3 
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m  ist  dabei  unveränderlich,  M  aber  der  variabele  Parameter. 
Dieser  Kegelschnittbüschel  wird  nun  projektiv  auf  den 
Strahlenbüschel 

Xj^  —  Ax^  =  0 

bezogen,  wobei  zu  beachten,  daß  dem  Strahle  x^  =  0  auch 
x^=^  0  entsprechen  muß ,  d.  h.  es  soll  für  ^  =  oo  M  =  0 
werden.  Ordnen  wir  weiter  dem  Strahle  x^  =  0  den  Kegel- 
schnitt XiX2  —  MxP  =  0  zu,  so  heißt  dies:  A=0  und  M=cx> 
sind  zusammengehörige  Werte.  Die  bilineare  Gleichung 
zwischen  Ä  und  M  hat  demnach  die  Form 

c 

Wird  andrerseits  die  projektive  Beziehung  der  Büschel 
iCg  —  A  iCg  =  0    und   X2  —  ju,x^  =  0    in  der  Form 

jU  c 

dargestellt,  so  erhalten  wir  die  Formeln: 

Xi  :  X2  :  x^  =  a{x[X2  —  mx^'^)  :  bxp  :  CX2X^ 

und  daraus 

xi^ :  X2 :  x^  =  h{c^ x^  x^  -\-  m ah xl)  -.  a c"^  x\  i  ah c x^  x^  . 

Dies  sind,  abgesehen  von  den  Konstanten  a,  &,  c,  welche 
=  1  gesetzt  werden  können,  ganz  die  nämlichen  Formeln. 
Wir  erkennen  daraus,  daß  die  drei  F.-Punkte  einer  jeden 
Ebene  sich  bzw.  in  X.^  und  Y[  vereinigt  haben  und  daß 
X2=0  und  X2  =  0  die  gemeinsamen  Tangenten  der  oskulieren- 
den  Kegelschnitte  sind,  welche  dem  Netze  der  Geraden 
bzw.  im  andern  Felde  entsprechen.  Die  Richtungen  durch 
Xi  und  Y[  entsprechen  sich;  aber  jedem  Punkte  von  ^2  =  0 
entspricht  die  Richtung  X2  =  0  durch  Y[  und  analog  wird 
jedem  Punkte  von  X2  =  0  der  auf  ^^2  =  0  zu  X-^  unendlich 
benachbarte  Punkt  zugeordnet.  Eine  beliebige  Kurve  w-ter 
Ordnung  in  e  geht  in  eine  solche  (2w)-ter  Ordnung  über, 
welche  in  Y[  einen  w-fachen  Punkt  besonderer  Art  hat,  in- 
sofern seine  n  Tangenten  mit  X2='0  sich  vereinigt  haben. 
Derselbe  kann  entstanden  gedacht  werden  aus  der  Vereinigung 
dreier  gewöhnlichen  w-fachen  Punkte. 
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Betrachten  wir  beispielsweise  einen  Kegelschnitt 

%i  ^1  ~r  <^22  ^^2  ~r  %3  ^3  ~r  2  0^12  ^1  ^2  ~r  •  •  •  =  ^  5 

so  geht  derselbe  für  a  =  b  =  c  =  1  über  in  die  Kurve  vierter 
Ordnung 

«11  (^1^2  —  ^^^3  ^)  +  «22  ^2  ^  +  %3  ^2  ^^3  ^  +  2  «12  ^2  ^  (%'^2  —  ^^3-) 
+  2  «13  ^2  ^3  (^1  ^2  —  ^  ^3  ^)  +  2  «23  ^2^  3^3  =  0  . 

Diese  Kurve  hat  in  ^^  =  0 ,  ^3  =  0  einen  sogenannten 
Oskulationsknoten,  in  dem  sich  zwei  Äste  der  Kurve 
oskulieren.  Derselbe  entsteht  aus  der  Vereinigung  von  drei 
gewöhnlichen  Knoten-  oder  Doppelpunkten. 

Wie  man  also  die  allgemeine  rationale  Kurve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  untersuchen  kann,  indem 
man  sie  aus  einem  Kegelschnitt  durch  eine  allgemeine 
quadratische  Transformation  herleitet,  so  steht  es  uns  frei, 
auch  die  soeben  erwähnten  rationalen  Kurven  vierter  Ord- 
nung besonderer  Art  als  Transformierte  eines  Kegelschnittes 
zu  betrachten,  sofern  wir  nur  eine  der  speziellem  quadra- 
tischen Transformationen  benutzen. 

§6.  Steiners  räumliclie  Erzeugung  einer  quadratischen 

Transformation.  Quadratische  Terwandtschaft  beliebiger 

Grundgebilde  zweiter  Stufe. 

Quadratisch   verwandte  Ebenen   als  Schnitte   einer 
linearen  Strahlenkongruenz. 

18.  Sind  zwei  Gerade  a  und  h  beliebig  im  Räume 
gegeben,  so  bilden  alle  Geraden,  welche  gleichzeitig  a  und  h 
treffen,  ein  Strahlensystem  oder  eine  Kongruenz  erster  Ord- 
nung und  erster  Klasse,  d.  h.  durch  irgend  einen  Punkt  P 
des  Raumes  geht  ein  Strahl  desselben,  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  (Pa)  und  (Pb)  und  in  jeder  Ebene  n  liegt  von  ihm  ein 
Strahl,  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  (na)  und  (nh). 
Schneiden  wir  diese  „lineare  Strahlenkongruenz"  mit  irgend  zwei 
Ebenen  e  und  e'  und  ordnen  jedem  Punkte  P  der  einen  Ebene 
denjenigen  Punkt  P'  der  andern  Ebene  e'  zu,  in  welchem  sie 
von  dem  durch  P  gehenden  Strahl  des  genannten  Strahlen- 
systems getroffen  wird,  so  ist  die  dadurch  hergestellte  Ver- 
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wandtschaft  der  beiden  Ebenen  im  wesentlichen  identisch 
mit  der  von  uns  betrachteten  birationalen,  quadratischen 
Transformation.  Das  ist  rein  stereometrisch  in  folgender 
Weise  zu  erkennen:  Ziehen  wir  in  der  einen  Ebene,  etwa 
in  €,  irgend  eine  Gerade  g.  Alle  Geraden,  welche  a  und  h 
sowie  g  treffen,  bilden  nun  aber  eine  Regelschar  zweiter 
Ordnung,  welche  ans  der  Ebene  «'  einen  Kegelschnitt  aus- 
schneidet, dessen  Punkte  denen  von  g  entsprechen.  Damit 
ist  bereits  der  quadratische  Charakter  dieser  eindeutigen  Trans- 
formation nachgewiesen.  Die  F.-Punkte  in  jeder  Ebene  er- 
geben   sich    wie    folgt:    Die    Geraden   a  und  h  treffen   die 


Fig.  17. 

Ebenen  e  und  e'  bzw.  in  den  Punkten  Ä^^  B[,  A^y  B^ 
(Fig.  17);  die  Schnittlinie  s  der  beiden  Ebenen  liefert  mit 
der  Verbindungslinie  A^A^  den  Schnittpunkt  B^^  mit  B[B2 
den  Schnittpunkt  A^ .  Dies  sind  die  beiden  F.-8ysteme,  die 
in  der  zur  Erzeugung  dienenden  Konstruktion  eine  Aus- 
nahmestellung einnehmen.  Zum  Punkte  A^  z.  B.  gehören 
alle  Strahlen  durch  A^  in  der  Ebene  (A^  h) ;  diese  Ebene 
aber  schneidet  aus  e'  die  entsprechende  P.-Gerade  jB2^3  aus. 
Für  den  Punkt  A^  aber  ergibt  sich  als  zugehöriger  Strahl 
des  Strahlen  Systems  die  Linie  B^B^j  welche  ganz  in  s^  liegt, 
so  daß  jeder  ihrer  Punkte  als  Schnittpunkt  mit  e'  aufgefaßt 
werden  kann. 
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Fügen  wir  noch  hinzu,  daß  die  beiden  Ebenen  e  und  e' 
sich  in  einer  speziellen  Lagenbeziehung  befinden,  oder  mit 
andern  Worten:  irgend  zwei  quadratisch  aufeinander  bezogene 
Felder,  gegeneinander  irgendwie  im  Räume  fixiert,  erzeugen 
in  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  natürlich 
kein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Klasse.  Die 
besondere  Art  der  gegenseitigen  Orientierung  der  beiden 
Ebenen  in  unserm  Falle  besteht  aber  darin,  daß  Ä^  auf 
B[B2,  ^3  auf  Ä^Ä^  gelegen  ist  und  daß  die  Schnittlinie  s 
der  beiden  Ebenen  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht. 
[Steiner  (2).J 

Beliebige  Grundgebilde  zweiter  Stufe  in 
quadratischer  Verwandtschaft. 

19.  Bisher  haben  wir  uns  auf  die  birationale,  quadra- 
tische Verwandtschaft  zwischen  Punktfeldern  beschränkt, 
d.  h.  nur  Punktvervvandtschaften  untersucht.  Ganz  ebenso 
können  wir  aber  auch  die  Geraden  zweier  Ebenen  in  ein- 
eindeutige, quadratische  Beziehung  bringen,  zu  welchem  Be- 
hufe  wir  einfach  die  bisherigen  Betrachtungen  und  Kon- 
struktionen nach  dem  Dualitätsgesetz  umzuformen  hätten. 
Oder  wir  könnten  auch  dem  Punkte  in  der  einen  Ebene 
eine  Gerade  in  der  andern  entsprechen  lassen,  wodurch 
wir  zu  einer  reziproken  Beziehung  höherer,  d.  h,  zweiter 
Ordnung  geführt  würden. 

Es  steht  uns  auch  frei,  zwei  Strahlenbündel  8  und  S^ 
quadratisch  aufeinander  zu  beziehen,  indem  wir  z.  B.  die 
Strahlen  derselben  eindeutig  einander  zuordnen.  Wir  hätten 
dann  in  jedem  Bündel  drei  Fundamentalstrahlen  einzuführen, 
den  Ebenen  des  einen  Bündels  entsprechen  Kegelflächen 
zweiter  Ordnung  des  zweiten  durch  die  drei  Hauptstrahlen  usw. 

Um  ein  Beispiel  für  eine  solche  quadratische  Strählen- 
verwand tschaft  zu  erwähnen,  seien  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  F"^  zwei  Punkte  S  und  S^  angenommen,  und  es  soll 
jedem  Strahl  des  einen  Bündels  derjenige  des  andern  Bün- 
dels zugeordnet  werden,  welcher  durch  den  zweiten  Schnitt- 
punkt des  ersten  Strahles  mit  der  Fläche  F'^  geht.  Die 
dadurch  definierte  eindeutige  Verwandtschaft  ist  eine  quadra- 
tische. Denn  irgend  eine  Ebene  durch  8  schneidet  aus  der 
Fläche  F^  einen  Kegelschnitt  aus  und  den  Strahlen  in  dieser 
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Ebene  entsprechen  die  Strahlen  des  Kegels,  der  diesen 
Kegelschnitt  aus  S^  projiziert.  Die  durch  die  Punkte  S 
und  Si  gehenden  Erzeugenden  der  Fläche  geben  zusammen 
mit  der  Verbindungslinie  SS^  die  F. -Geraden  in  jedem 
Bündel.  Also  werden  die  Punkte  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung aus  irgend  zwei  festen  Punkten  dieser  Fläche  durch 
quadratisch  aufeinander  bezogene  Strahlenböndel  projiziert. 
Man  beachte  den  Unterschied  zwischen  dem  entsprechenden 
Satze  über  Kegelschnitte. 


§  7.  Quadratisch  verwandte  Systeme  in  vereinigter  Lage. 
Koinzidenzpunkte,  Koinzidenzkurven. 

20.  Betrachten  wir  jetzt  quadratisch  aufeinander  be- 
zogene Systeme,  die  ineinander  liegen.  Denken  wir  uns 
also  etwa  eine  Ebene  punktweise  quadratisch  auf  sich  selbst 
bezogen.  Irgend  einen  Punkt  derselben  können  wir  dann 
zu  dem  einen  oder  andern  der  beiden  Systeme  rechnen  und 
demgemäß  mit  J  oder  K^  bezeichnen.  Es  entsprechen  ihm 
die  beiden  Punkte  J^  und  K.  Dies  führt  uns  zu  folgenden 
Fragestellungen:  Gibt  es  Punkte,  die  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden vereinigt  liegen?  Können  wir  ferner  Punkte 
finden,  für  welche  die  beiden  entsprechenden  Punkte  sich 
vereinigen,  so  daß  also  dem  Punkte  j,  IC  in  beiden  Systemen 
der  Punkt  «7',  K  entspricht?  Die  Punkte  der  ersten  Art 
wollen  wir  Koinzidenzpunkte  (Doppelpunkte)  nennen,  und 
wir  werden  nach  ihrer  Zahl  fragen  und  ob  dieselben  nicht 
auch  in  unendlicher  Zahl,  d.  h.  auf  Kurven  angeordnet,  auf- 
treten, die  wir  kurz  als  „feste^^  oder  Koinzidenzkurven 
bezeichnen  wollen.  Die  Punktpaare  der  zweiten  Art  ent- 
sprechen sich  „involutorisch".  Treten  sie  in  unendlicher 
Zahl  auf,  so  führen  sie  zu  Kurven,  die  in  der  Transformation 
einander  involutorisch  entsprechen  oder  die  in  sich  selbst 
involutorisch  transformiert  werden.  Daran  wird  sich  dann 
naturgemäß  die  Frage  schließen,  ob  die  quadratische  Beziehung 
durchweg  den  involutorischen  Charakter  besitzen  kann,  so 
daß  jeder  ihrer  Punkte  einem  andern  doppelt  entspricht. 

Um  nun  zunächst  die  Koinzidenzpunkte  einer  quadra- 
tisch in  sich  transformierten  Ebene  zu  ermitteln,  betrachten 
wir  die  zugeordneten  F.-Punkte  A^  und  B[  und  die  in  ihnen 
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gelegenen  projektiven  Strahlenbüschel.  Ein  Paar  solcher 
zugeordneter  F.-Punkte  ist  ja  immer  reell.  Diese  projektiven 
Strahlenbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  K^ ,  der  durch 
A^  und  B{  geht.  Entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  sich 
selbst,  so  liefert  er,  mit  Ä^  und  J5(  verbunden,  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  Büschel.  Die  eventuellen  Koinzidenz- 
punkte liegen  demnach  jedenfalls  auf  dem  Kegelschnitte  K^ . 
Sind  auch  die  weiteren  F.-Punkte  A2 ,  B^  reell,  so  erzeugen 
die  Strahlenbüschel  in  ihnen  bzw.  die  Kegelschnitte  Äg 
und  K^  und  die  drei  Kegelschnitte  K^  K2 ,  K^  schneiden 
sich  in  vier  Punkten,  welche  die  einzigen  Koinzidenzpunkte 
des  Feldes  sein  müssen. 

Ist  bloß  der  Kegelschnitt  K^  reell  vorhanden,  so  be- 
trachten wir  ihn  als  zur  Ebene  e  gehörig.  Dann  entspricht 
ihm  in  «'  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  in  B[  einen 
Doppelpunkt  hat,  während  sie  durch  B^  und  B'^  noch  je 
einfach  hindurchgeht.  Die  F.-Gerade  B^B'^  ist  ausgeschieden. 
Diese  Kurve  dritter  Ordnung  hat  mit  K^  außer  B^  noch 
vier  Schnittpunkte  gemein.  Ist  X  einer  derselben,  so  ent- 
sprechen sich  die  Strahlen  ^j^Xund  B[1L  in  den  projektiven 
Strahlenbüscheln.  Der  dem  Punkte  X.  entsprechende  Punkt  X' 
muß  also  auf  dem  Strahle  B[X.  und  auf  der  obengenannten 
Kurve  dritter  Ordnung  gelegen  sein.  Da  aber  B[X.  außer 
im  Doppelpunkte  B[  bloß  noch  in  X.  diese  Kurve  schneidet, 
so  kann  X'  von  X  nicht  verschieden  sein.  Daß  diese  Ko- 
inzidenzpunkte auch  imaginär  sein  können,  braucht  wohl 
kaum  bemerkt  zu  werden. 

Im  allgemeinen  enthält  folglich  eine  quadratische  Trans- 
formation vier  Koinzidenzpunkte  und  durch  diese  gehen 
auch  die  drei  Kegelschnitte  hindurch,  welche  die  projektiven 
Strahlenbüschel  aus  je  zwei  zugeordneten  F.-Punkten  er- 
zeugen.   Diese  drei  Kegelschnitte  bilden  demnach  ein  Büschel. 

Ein  Kegelschnitt  als  Koinzidenzkurve. 

21.  Diese  Betrachtungen  können  wir  nun  auch  weiter 
verwenden,  um  zu  zeigen,  daß  ein  Kegelschnitt  als  Koinzi- 
denzkurve auftreten  kann;  dies  findet  nämlich  dann  statt,  wenn 
zwei  dieser  Kegelschnitte,  z.  B.  K^  und  K2 ,  zusammen- 
fallen. Damit  der  Kegelschnitt  überhaupt  wieder  in  einen 
Kegelschnitt  übergeht,    muß  er  zwei  von   den  F.-Punkten 
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einer  jeden  Ebene  enthalten.  Wählen  wir  dementsprechend 
irgend  einen  Kegelschnitt  Ki^2  und  auf  ihm  beliebig  die 
Punkte  A^y  A2,  B[,  B^  (Fig.  18).  K^^  benutzen  wir,  um 
die  Büschel  Ä^  und  B[  einerseits,  A^  und  B^^  andrerseits 
projektiv  aufeinander  zu  beziehen.  Wird  also  ein  Punkt  P 
beliebig  angenommen,  so  ziehen  wir  die  Verbindungslinien  J^^P 
und  A2P*  Nach  den  zweiten  Schnittpunkten  derselben  mit 
K^2  laufen  von  B[  bzw.  B^  die  entsprechenden  Strahlen, 
welche  sich  im  entsprechenden  Punkt  P'  begegnen.     Jeder 


Fig.  18. 

Punkt  von  K^^^  entspricht  sich  dann  selbst.  Die  noch  fehlen- 
den F.-Punkte  A^  und  P3  ergeben  sich  wie  früher  (1.),  es 
entspricht  nämlich 

dem  Strahle  A^A^  als  Strahl  des  Büschels  A^  der  Strahl  B[A^ , 

it  )y        A2A.1    ,f         j,  „  „  ^2     }>         y>        -^2-^1  • 

Folglich  schneiden  sich  B1A2  und  B2A1  in  P3.  Weiter 
entspricht  aber 

dem  Strahle  B^B^  als  Strahl  des  Büschels  P(  der  Strahl  ^^PaS 

»  ff  B^^l   V  >}  V  jy  B2      },  j)        A.2-t>i, 

A^B^  und  A^Bl  liefern  in  ilirem  Schnittpunkte  mithin  den 
F.-Punkt  Aq  ,  d.  h.  Ag  fällt  mit  P3  zusammen.    Ferner  wird 
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auch  jeder  Strahl  des  Büschels  A^  mit  dem  entsprechenden 
des  Büschels  S^  zusammenfallen,  da  ja  die  beiden  Schnitt- 
punkte mit  K^2  si^li  selbst  entsprechen.  Der  dritte  Kegel- 
schnitt K^  bildet  sich  demnach  nicht  aus.  Bezeichnen  wir 
den  Schnittpunkt  von  ^1^2  ^^d  B^B.^  mit  X,  so  verdient 
noch  Erwähnung,  daß  der  Strahl  Ä^X  involutorisch  in 
sich  selbst  übergeführt  wird.  Entspricht  doch  dem  Punkte  Ä^ 
oder  Bs  in  beiden  Systemen  der  Punkt  X.  Auf  jeder 
andern  Geraden  g  des  Büschels  A^  dagegen  erhält  man  eine 
Projektivität;  in  derselben  ist  dem  Punkte  A^  bzw.  B^  der 
Schnittpunkt  von  g  mit  B^Bi  bzw.  der  mit  ^1^2  zugeordnet, 
während  die  Schnittpunkte  von  g  mit  K^^  natürlich  als  die 
Doppelpunkte  der  projektiven  Beziehung  erscheinen. 

Diese  letztere  Bemerkung  gibt  uns  die  Mittel  an  die 
Hand,  diese  Verwandtschaft  auch  in  dem  Falle  geometrisch 
verfolgen  zu  können,  wo  A^ ,  A^ ,  B[y  B^  imaginär  sind. 
Die  Verbindungslinien  je  zweier  dieser  Punkte  bleiben  ja 
reell.  Geben  wir  uns  dementsprechend  einen  Kegelschnitt  K^^ 
und  zwei  ihn  nicht  schneidende  Gerade  a  und  &.  Die  ima- 
ginären Schnittpunkte  von  a  bzw.  h  mit  K^^  seien  die  F.- 
Punkte ^1,  J.2  und  B[,  B^.  Nach  bekannten  Methoden 
findet  man  den  Punkt  A^ ,  der  mit  B^  zusammenfällt.  Auf 
jedem  Strahl  durch  A^  ist  dann  die  projektive  Beziehung 
bestimmt,  da  wir  außer  den  reellen  oder  imaginären  Doppel- 
punkten auf  K^2  j^  sogar  zwei  entsprechende  Punkte  kennen. 
Es  kann  also  zu  jedem  Punkte  P  der  entsprechende  P' 
ermittelt  werden. 

Eine  Gerade  als  Koinzidenzkurve. 
22.  Statt  die  Büschel  A^ ,  B[  und  A^ ,  B^  durch  einen 
Kegelschnitt  projektiv  aufeinander  zu  beziehen,  können  wir 
sie  auch  vermittels  einer  Geraden  in  Perspektive  Be- 
ziehung bringen.  Wir  wählen  also  eine  Gerade  g  beliebig, 
ebenso  die  Punkte  A^,  B[y  A^,  Bi  (Fig.  19).  Ist  irgend 
ein  Punkt  P  angenommen,  so  verbinden  wir  ihn  mit  A^ 
und  A^  .  Durch  die  Schnittpunkte  dieser  Verbindungslinien 
mit  g  gehen  die  ent'^prechenden  Strahlen  nach  B[  und  B^j 
welche  sich  im  entsprechenden  Punkte  P'  begegnen.  Leicht 
erkennt  man,  daß  A^  der  Schnittpunkt  von  B{B2  mit  g  und 
Bs  der  Schnittpunkt  der  gleichen  Linie  mit  A^  A^ .  Die  ganze 
Anordnung  gleicht  derjenigen,  wie  sie  bei  der  Steiner  sehen 
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Fig.  19. 

Verwandtschaft  (18.)  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  vorlag. 
Die  Verbindungslinien  A^^'^  und  A^W^  gehen  in  sich  selbst 
über,  ihr  Schnittpunkt  C  ist  ein  isoliert  gelegener  Koinzidenz- 
punkt.   Die  Linie  g  entspricht  sich  Punkt  für  Punkt  selbst. 

Das  involutorische  Punktpaar. 

23.  Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  Frage, 
ob  zwei  quadratisch  verwandte  Systeme  in  der  gleichen  Ebene 
bei  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  involutorisch  sich  ent- 
sprechende Punktpaare  enthalten.  Betrachten  wir  den  Strahlen- 
büschel in  einem  reellen  F.-Punkte,  etwa  in  A^ .  Irgend  einer 
Geraden  g  desselben  entspricht  eine  Gerade  g'  des  Strahlen- 
büschels jBi-  Rechnen  wir  die  erste  Gerade  zur  Ebene  e' 
und  bezeichnen  sie  dementsprechend  mit  li'  so  entspricht 
ihr  ein  Kegelschnitt  K^'  in  e  .  Beschreibt  g  den  Büschel  A^ , 
so  durchläuft  g'  den  Strahlenbüschel  W^  und  K^w  einen  Kegel- 
schnittbüschel, dessen  Gruodpunkte  A^,  A^,  A^  und  der 
Punkt  X  sind,  welch'  letzterer  dem  Punkte  A^  entspricht, 
wenn  er  als  'K!  der  andern  Ebene  genommen  wird.  Der 
Strahlenbüschel  g'  und  der  Kegel schnittbüschel  K^'  sind  pro- 
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jektiv  aufeinander  bezogen,  und  beide  erzeugen  in  den 
Schnittpunkten  entsprecbender  Gebilde  eine  Kurve  dritter 
Ordnung (-^j)^.  Dieselbe  geht  durch  die  Punkte Äi,Ä2,Ä^,X 
und  Bi  hindurch.  Ganz  in  der  gleichen  Weise  können  wir 
aber  auch  den  Strahlenbüschel  B[  benutzen,  um  durch  die 
seinen  Strahlen  in  beiden  Ebenen  entsprechenden  Gebilde  eine 
zweite  Kurve  dritter  Ordnung  (5()^  abzuleiten.  Diese  geht 
durch  j5(,  ^2?  ^3>  ^1  ^^^  durch  den  Punkt  Y^  hindurch, 
der  dem  Punkte  JB^  oder  Y  in  e^  entspricht.  Betrachten 
wir  jetzt  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Kurven  dritter 
Ordnung.  Zu  ihnen  gehören  zunächst  die  Punkte  A^  und  B{j 
ferner  folgt  aus  der  Erzeugung  beider  Kurven  unmittelbar, 
daß  sie  beide  durch  die  vier  Koinzidenzpunkte  der  Ver- 
wandtschaft hindurchgehen.  Der  Verbindungsstrahl  A^B[ 
endlich  kann  als  l  oder  m'  genommen  werden :  Es  entsprechen 
ihm  dann  bzw.  zwei  Strahlen  V,  m,  und  durch  deren  Schnitt- 
punkt Z  gehen  ebenfalls  beide  Kurven  dritter  Ordnung,  da 
ja  der  Strahl  Ä^Bi  in  beiden  Büscheln  auftritt.  Von  den 
neun  Schnittpunkten  der  Kurven  {Ä^Y  und  (^1)^  bleiben 
demnach  noch  zwei  übrig.  Wird  der  eine  derselben  mit  J 
bzw.  mit  K^  bezeichnet,  so  müssen  die  beiden  entsprechenden 
Punkte  J^  und  K  die  Eigenschaft  haben,  auf  einem  Strahle 
durch  A^  und  in  gleicher  Weise  auf  einem  Strahle  des 
Büschels  Bi  gelegen  zu  sein.  Auf  der  Verbindungslinie  J.^  J5( 
können  sie  aber  nicht  liegen  —  dies  tritt  bloß  für  den  Punkt  Z 
ein  — ,  also  muß  notwendig  J^  mit  K  zusammenfallen,  so 
daß  die  beiden  letzten  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  ein 
involutorisches  und  gleichzeitig  das  einzige  involutorische 
Punktpaar  der  Transformation  liefern.  Im  allgemeinen  Falle 
enthält  mithin  eine  quadratische  Punktverwandtschaft  ein 
einziges  involutorisches  Punktpaar.  Auf  eine  Untersuchung 
der  sich  involutorisch  entsprechenden  Kurven,  welche  eine 
solche  Transformation  unter  Umständen  enthalten  kann,  soll 
nicht  eingegangen  werden  [Doehlemann  (22)]. 

§  8.   Die  quadratisch-iiiTolutorischen  Yerwandtschaften. 

Die  möglichen  Fälle. 

24.  Soll  eine  quadratische  Transformation  durchweg 
involutorisch  sein  und  sind  Ai  und  Bl  zwei  zugeordnete 
F.-Punkte,  so  muß  einer  Geraden  g  durch  Ai  eine  Gerade  g^ 
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durch  Bl  entsprechen.  Der  gleichen  Geraden  g  ist,  wenn 
sie  als  h^  genommen  wird,  wiederum  g^  als  entsprechende 
Gerade  h  zuzuordnen.  Folglich  liegt  auf  h  auch  ein 
F.-Punkt  Äk  und  auf  ¥  der  zugeordnete  Bl.  Also  muß 
entweder  Äi  und  Bi  zusammenfallen  oder  es  deckt  sich  Äi 
mit  Bjc  und  Äk  mit  B'i .  Wenn  demnach  überhaupt  quadra- 
tisch-involutorische  Systeme  möglich  sein  sollen,  so  können 
die  beiden  F.-Dreiecke  sich  nur  in  folgenden  Lagenbeziehungen 
befinden: 

a)  Alle  drei  F.-Punkte  fallen  mit  ihren  zugeordneten 
zusammen,  also 

Ai  ^  x>i ;     A^  ^E  B2  ;     Aq  ^  B^  . 

b)  Einer  der  drei  F.-Punkte  fällt  zusammen  mit  dem 
ihm  zugeordneten,  während  die  beiden  übrigen  Paare 
sich  verkehrt  decken,  also  etwa 

Ai  ^  B2  f     A2  ^  Bi ;     Aq  ^  i>3 . 

Im  ersten  Falle  (Fig.  20)  hat  die  Lage  der  beiden 
F.-Dreiecke  schon  zur  Folge,  daß  die  Transformation  eine 
involutorische  wird.  Denn  konstruieren  wir  die  Beziehung 
ganz  wie  in  1.,  indem  wir  zu  einem  Punkte  P  noch  seinen 
entsprechenden  P'  beliebig  geben,  so  entspricht  nach  dem 
Früheren 

dem  Strahle  A^  A^  im  Büschel  A^  der  Strahl  B[B'^  im  Büschel  B[ 

jf  V       -*^i  -t>2  yy  j?        -^1     yj         ?>      A^  A^  „         „        A-^ . 

Für  dieses  Strahlenpaar  liegt  mithin  ein  involutorisches 
Entsprechen  vor,  so  daß  der  ganze  Strahlenbüschel  A^  bzw.  B[ 
involutorisch  in  sich  selbst  übergeht.  Das  gleiche  gilt  für 
den  Strahlenbüschel  A^  oder  JBa-  Dann  muß  aber  jeder 
Punkt  involutorisch  dem  ihm  zugeordneten  entsprechen,  und 
auch  der  Punkt  J.3  oder  B^^  trägt  eine  Strahleninvolution. 
Die  vier  Koinzidenzpunkte  liegen  je  in  Gruppen  zu  zweien 
auf  den  Doppelstrahlenpaaren  der  drei  Strahleninvolutionen 
(Fig.  20). 

Analytisch  stellen  wir  diese  Beziehung  sehr  einfach  dar 
durch  die  Gleichungen 

,      ,      ,        a      h       c 

Uy-t     .    t/l/o    •    •^'S     .    .    , 

3/1  Xi  üCa 
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wobei  sich  die  Xi  und  x'i  auf  das  gleiche  Koordinaten- 
dreieck A^A^A^  beziehen.  Für  die  Koordinaten  der  Ko- 
inzidenzpunkte erhalten  wir  durch  die  Annahme  x'i  =  Xi  die 

Verhältniszahlen  +Y^>   iV^?    +/^- 

Folgende  geometrische  Konstruktion  ergibt    sich  dann 
unmittelbar  für  diese  Verwandtschaft:   Gehen   wir  aus  von 


^,rK 


^>^^.  W 


Am 


\    i    / 


\  !  / 


Fig.  20. 


einem  Dreieck  A^A^A^,  so  finden  wir  zu  einem  Punkte  P  den 
entsprechenden  wie  folgt:  Wir  verbinden  P  mit  A^,  A21  A^ 
und  konstruieren  zu  diesen  Strahlen  je  den  vierten  har- 
monischen in  bezug  auf  die  beiden  durch  die  betreffende 
Ecke  gehenden  Dreiecksseiten.  Dann  schneiden  sich  diese 
drei  Strahlen  in  einem  Punkte  P',  und  zwischen  P  und  P' 
besteht  eine  involutorisch-quadratische  Beziehung. 

Eine  andere  Erzeugung  der  gleichen  Verwandtschaft  er- 
halten wir,  wenn  wir  uns  zwei  Kegelschnitte  K  und  L  beliebig 
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in  einer  Ebene  geben  und  jedem  Punkte  P  den  Schnittpunkt  P' 
der  beiden  Polaren  von  P  in  bezug  auf  K  und  L  zuordnen. 
P  und  P'  sind  dann  bekanntlich  konjugierte  Punkte  in  bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  durch  K  und  L  bestimmten  Kegel- 
schnittbüschels. Die  Schnittpunkte  von  K  und  L  werden 
Koinzidenzpunkte;  das  gemeinschaftliche  Polardreieck  von  K 
und  L  gibt  das  System  der  F.-Punkte.  Diese  Ableitung  der 
involutorisch-quadratischen  Transformation  gab  Steiner  (3) 
in  seinen  Vorlesungen. 

Zur  wirklichen  Ausführung  von  Zeichnungen  empfiehlt 
sich  folgende  spezielle  Annahme.  Die  Koordinaten  eines 
Punktes  seien  proportional  den  senkrechten  Abständen  von 
den  Dreiecksseiten  (G.  T.  1. 17. 23.)  und  die  Einheitspunkte  ein- 
ander zugeordnet  (a  =  &  =  c  =  1) ;  da  eine  Gerade  x-^ — l  a^g  =  0 
dann  in  xi—Axl=0  übergeht,  so  liegen  je  zwei  entsprechende 
Gerade  der  projektiv-involutorischen  Strahlenbüschel  zu  den 
Winkelhalbierenden  des  betreffenden  Dreiecks  winkeis  sym- 
metrisch. Entspricht  also  P  dem  Punkte  P%  so  sind  die 
Winkel  FA^A^  und  F^A^A^  einander  gleich  usf.  (Fig.  20), 
woraus  sich  eine  bequeme  Konstruktion  entsprechender 
Punkte  ergibt. 

Ermittelt  man  in  gleicher  Weise  zu  einem  unendlich 
fernen  Punkte  den  entsprechenden,  so  folgt  aus  der  Figur 
sofort,  daß  er  auf  dem  dem  Dreieck  ^^  J.2  ^3  umschriebenen 
Kreise  liegt.  Dieser  Kreis  enthält  demnach  die  Bilder  aller 
unendlich  fernen  Punkte. 

Für  den  dem  F.-Dreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitt, 
welcher  P  zum  Brennpunkt  hat,  ist  nach  bekannten  Gesetzen 
P'  der  zweite  Brennpunkt.  Verändert  sich  ein  solcher  Kegel- 
schnitt in  der  Weise,  daß  der  eine  Brennpunkt  irgend  eine 
Kurve  n-ter  Ordnung  beschreibt,  so  ist  die  Bahn  des  zweiten 
Brennpunktes  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2n  mit  w-fachen 
Punkten  in  den  Ecken  des  Dreiecks.  Man  vergleiche  auch 
die  Arbeiten  von  Cayley  (8)  und  Mathieu  (9),  die  von 
allgemeineren  Betrachtungen  ausgehen,  sowie  eine  kurze 
Notiz  des  Verfassers  (20). 

Die  allgemeine  Inversion. 
25.  Im  zweiten  Falle,  wo  A^  ^  P( ,  A^  ^  Pi ,  ^3  ^  P3, 
braucht  die  Transformation  noch  nicht  involutorisch  zu  sein. 
Ordnet  man  noch  einem  beliebigen  Punkte  P  einen  zweiten  P' 
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zu,  so  sind  die  durch  die  projektiven  Büschel  Ä^ ,  B[  und 
A^ ,  B2  erzeugten  Kegelschnitte  K^  und  K^  bestimmt.  Beide 
berühren  in  A^  und  A2  bzw.  die  Linien  A^  A^  und  A^  A^ , 
wie  sich  wiederum  aus  der  Zuordnung  der  Strahlen  leicht 
beweisen  läßt.  Soll  diese  Transformation  eine  involutorische 
werden,  so  müssen  auch  die  Strahlen  der  Büschel  A^  und  B[ , 
sowie  A2  und  B^  sich  doppelt  entsprechen,  d.  h.  einem 
Strahle  u  des  Büschels  A^  entspricht  ein  Strahl  u'  von  B[y 

v44 


AA 


Fig.  21. 

und  dem  gleichen  Strahle  u,  sofern  er  als  v'  bezeichnet  und 
zum  Büschel  Bii  gerechnet  wird,  entspricht  wieder  u'  als 
Strahl  V  des  Büschels  A^ .  Dem  Schnittpunkte  {u ,  v)  ist 
aber  dann  der  Schnittpunkt  (w',  v^)  zuzuweisen,  woraus  folgt, 
daß  die  beiden  Kegelschnitte  Kj^  und  K2  zusammenfallen  in 
einen  Kegelschnitt  K  und  daß  dieser  sich  Punkt  für  Punkt 
selbst  entspricht.  Im  Büschel  A^  deckt  sich  jeder  Strahl 
mit  seinem  entsprechenden. 

Irgend  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P'  liegen 
folglich  zunächst  auf  einem  Strahle  des  Büschels  A^  (Fig.  21), 
weiter  aber  so,  daß  sich  ^jP  und  B[P^,  sowie  A2Pund  B^P^ 
\e  in   einem  Punkte  des  Kegelschnittes  K  begegnen.     Man 
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erkennt  aber  dann,  daß  die  Polare  von  P  in  bezug  auf  K 
durch  P'  geht  oder  daß  P  und  P'  konjugierte  Punkte  sind 
in  bezug  auf  den  KegeL^cbnitt  K.  Damit  gewinnen  wir  eine 
ganz  neue  Definition  für  diese  involutorische  Verwandtschaft: 
Gegeben  ist  irgend  ein  Kegelschnitt  K  und  in 
seiner  Ebene  ein  Punkt  Ä^ ;  einem  beliebigen 
Punkte  P  wird  der  auf  dem  Strahle  Ä^F  gelegene 
Schnittpunkt  P'  mit  der  Polaren  von  P  in  bezug 
auf  K  zugeordnet. 
Trifft  die  Verbindungslinie  FF'  den  Kegelschnitt  K', 
so  kann  man  zur  Konstruktion  von  F'  auch  die  Eigenschaft 
benutzen,  daß  P,  P'  harmonisch  liegen  zu  den  beiden  Schnitt- 
punkten der  Verbindungslinie  FF'  mit  K.  Dies  ist  immer 
der  Fall,  wenn  Ä^  im  Innern  des  Kegelschnittes  angenommen 
wird.  Die  Polare  von  A^  hat  dann  mit  dem  Kegelschnitte  K 
zwei  imaginäre  Schnittpunkte  gemein,  und  dies  sind  die 
F. -Punkte  Ä^ ,  P2  bzw.  A^ ,  B[.  Endlich  können  wir  uns 
auch  von  der  Realität  des  Kegelschnittes  K  unabhängig 
machen,  wenn  wir  statt  desselben  ein  Polarsystem  einführen. 
Dieses  ordnet  ja  ebenfalls  jedem  Punkte  eine  Gerade  zu, 
und  der  Ordnungskegjel schnitt  kann  reell  oder  imaginär  sein. 
Wir  wollen  diesen  Fall  der  quadratischen,  involutorischen 
Verwandtschaft  als  „allgemeine  Inversion"  bezeichnen  [Hirst 
(10),  (11),  (12)].  Da  man  als  Kegelschnitt  K  eine  Ellipse, 
Hyperbel,  Parabel,  einen  Kreis  oder  auch  ein  Geradenpaar 
benutzen  und  den  Punkt  A^  beliebig  oder  im  Mittelpunkte, 
Brennpunkte  usf.  des  Kegelschnittes  wählen  kann,  so  bietet 
sich  hier  eine  große  Zahl  von  Möglichkeiten.  Am  bekann- 
testen ist  die  Verwandtschaft,  welche  man  erhält,  wenn  als 
Kegelschnitt  K  ein  Kreis  und  als  Punkt  A^  sein  Mittelpunkt 
genommen  wird.  Diese  gewöhnliche  „Inversion'^,  die  sog. 
„Transformation  durch  reziproke  Radien",  werden  wir  im 
nächsten  Kapitel  eingehend  untersuchen. 

um  die  Formeln  für  diese  Transformation  zu  erhalten, 
wählen  wir  A^A^A^  bzw.  B[BiB^  wieder  als  Koordinaten- 
dreiecke, auf  welche  sich  die  Xi  und  Xi  beziehen,  und  den 
gleichen  Punkt  als  Einheitspunkt  für  beide  Koordinaten- 
systeme.    Es  gelten  dann  die  Gleichungen 

/      /      ,        a      h       c 

U^l   .  J/2  '  "^3  —  •  ■  •  • 

tA/1  %l/e)  vvo 
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Für   die   Kegelschnitte  K^    und  iTg    findet   man   leicht  die 
Gleichungen 

hxj  —  cx^X2  ■=  0     und     axl  —  6X^X2  =  0  . 

Beide  fallen  zusammen,  wenn 

a  =  h, 

so  daß  wir  für  die  allgemeine  Inversion  die  Formeln  erhalten: 

,      ,      ,        1       1       Z; 

1  .i  ö  ^  ^  ^       ^ 

Jy^  «^2  *^3 

wenn  —  =  Je  gesetzt  wird. 
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II.  Kapitel. 

Aus  den  Kreispunkten  abgeleitete  quadratische 
Transformationen. 

§  9.    Die  Kreispunkte  und   die   durch   sie   definierten 

Elemente. 

Die  Kreispunkte. 

26.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  gewisse  imaginäre  Ge- 
bilde zu  betrachten,  die  wir  im  folgenden  benutzen  werden, 
um  aus  der  allgemeinen,  quadratischen,  birationalen  Trans- 
formation   speziellere   Verwandtschaften    abzuleiten.     Dabei 
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möge  lediglich  die  Rechnung  Verwendung  finden,  indem 
wir  als  bekannt  voraussetzen,  wie  nach  v.  Staudt  den  ima- 
ginären Elementen  eine  vom  Koordinatensystem  unabhängige, 
geometrische  Bedeutung  verliehen  werden  kann. 

In  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  sei  die 
Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  a,  h  und 
dem  Radius  r  gegeben  durch 

(x  —  ay  -\-(y  —  by  —  r^==0 
oder 

(1)  K=x^  +  y^~2ax  —  2bt/-^a^  +  h^  —  r^  =.  0  . 

Denken  wir  uns  die  beiden  Koordinatenachsen  durch  Hinzu- 
nahme der  unendlich  fernen  Geraden  zu  einem  homogenen 
Koordinatensystem  ergänzt  und  setzen  wir 

_  ^      _z 

''~  u  '    '^~  u  ' 

so  wird  die  unendlich  ferne  Gerade  durch  U=  0  dargestellt, 
während  für  alle  im  Endlichen  gelegene  Punkte  11=1, 
X  =  X,  y  =Y  ZM  setzen  ist.  Die  Gleichung  (1)  des  Kreises 
wird  dann  aber 

X2  -f  r2  -  2  (ax  +  &r)  Z7+  («2  +  &2  _  ^2)  C72  _  0 . 

Die  unendlich  fernen  Punkte  des  Kreises  oder  seine  Schnitt- 
punkte mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ergeben  sich  dem- 
nach aus  dem  System 

oder  sie  sind  die  imendlich  fernen  Punkte  von 

(2)  a;2 +2/2  =  0, 

wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  kleine  Buchstaben  benutzen, 
und  bleiben  für  alle  Kreise  der  Ebene  die  nämlichen. 

Das  Gebilde  (2)  kann  man  in  folgender  Weise  deuten: 
Wir  erhalten  dasselbe  aus  der  allgemeinen  Kreisgleichung 

^2  +  ^2  =  ^2  ^ 

wenn  r  =  0  gesetzt  wird.  Es  stellt  also  die  Gleichung  (2) 
zunächst  einen  Kreis  vom  Radius  0,  einen  sog.  „Nullkreis" 
oder  „Punktkreis'^  vor.     Andrerseits  können  wir  die  linke 
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Seite  von  (2)  auch  in  lineare  Faktoren  zerspalten  und 
schreiben 

{x-{-iy)(x—iy)  =  0, 

wodurch  wir  die  beiden  Geraden  erhalten 

(3)  y  =  ix,    y=—ix. 

Dieselben  sind  konjugiert  imaginär,  ihr  reeller  Schnittpunkt 
ist  der  Koordinatenanfang.  Der  beliebige  Punkt  {a,  V),  als 
Mittelpunkt  eines  Nullkreises  genommen,  liefert 

(x  —  ay  -\-(y  —  lY  =  0 
oder 

(4)  y  =  ix  —  ia-\rh  ,     y  =  —ix  -^  ia  -\-h  . 

Jeder  Nullkreis  zerfällt  mithin  in  zwei  konjugiert  imaginäre 
Gerade,  deren  reeller  Schnitt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist. 

Man  nennt  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Gebildes  (2), 
durch  welche  alle  Kreise  der  Ebene,  auch  die  Nullkreise, 
hindurchgehen,  die  imaginären,  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte, und  wir  wollen  uns  erlauben,  dieselben,  wie  wenn 
sie  reelle  Punkte  wären,  mit  I  und  J  zu  bezeichnen.  Natür- 
lich sind  die  Kreispunkte  konjugiert  imaginär,  und  ihre 
reelle  Verbindungslinie  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene. 

Geht  ein  Kegelschnitt  der  Ebene  durch  I  und  J  hin- 
durch, so  muß  seine  Gleichung  sich  für  w  =  0  auf 

a;2  +  2/^  =  0 
reduzieren.     Das  besagt: 

Jeder  Kegelschnitt  einer  Ebene,   der  durch  die 
Kreispunkte  dieser  Ebene  hindurchgeht,  ist  ein  Kreis. 

Die  Minimalgeraden. 

27.  Jeden  reellen  Punkt  (a,  h)  der  Ebene  können  wir 
mit  /  und  J  verbinden  und  erhalten  dadurch  die  Geraden  (4). 
Dieselben  heißen  die  durch  diesen  Punkt  gehenden  „Mini- 
malgeraden" oder  auch  „Linien  von  der  Länge  Null" 
oder  „isotrope"  Gerade.  Der  Grund  für  die  zweite  Be- 
zeichnung mag  sofort  erwähnt  werden.  Betrachten  wir  etwa 
die  erste  der  beiden  Minimalgeraden  (3),  so  ist  für  sie 

dy  =  idx , 
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also 

Die  Entfernung  zwischen  irgend  zwei  auf  einer  Minimal- 
geraden  gelegenen  Punkten  ist  demnach  als  das  Integral  über 
ds  stets  gleich  Null. 

Um  noch  weitere  Eigenschaften  dieser  Minimalgeraden 
zu  erwähnen,  erinnern  wir  uns  daran,  daß  die  Geraden 

y  =  ]cx  ,     y  =  \x 

eine  Involution  bilden,  wenn  zwischen  h  und  \  eine  sym- 
metrisch-bilineare Beziehung  gegeben  ist  (G.  T.  I.  57.  59.). 
Ist  dieselbe  von  der  Form 

so  steht  jeder  Strahl  auf  dem  entsprechenden  senkrecht,  und 
wir  haben  eine  Rechtwinkelinvolution  vor  uns. 

Für  die  Parameter  der  Doppelstrahlen  dieser  In- 
volution ist  h  =  \  zu  setzen,  so  daß 

und  diese  Werte  geben  die  Geraden  (3).  Da  femer  die 
Doppelelemente  jeder  Involution  jedes  Elementenpaar  har- 
monisch trennen,  so  müssen  irgend  zwei  rechtwinklige  Strahlen 
harmonisch  liegen  zu  den  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden 
Minimalgeraden  oder  auch,  kürzer  ausgedrückt,  zu  den  Kreis- 
punkten I  und  J. 

Zu  den  Kreisen  der  Ebene  stehen  die  Minimalgeraden 
weiter  in  folgender  Beziehung:  Ist  x\  y'  irgend  ein  Punkt 
der  Ebene,  so  wird  das  von  ihm  aus  an  den  Kreis  (1) 
gehende  Tangentenpaar  durch 

gegeben,  wobei  /'  die  Kreisgleichung  ist,  gebildet  für  x',  y', 
während  p  die  homogen  geschriebene  Polare  von  x^,  y\ 
also  der  Ausdruck 

-*{-(Ä)v>-(#)+--(^)i 
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Betrachtet  man  mit  Rücksicht  darauf  das  vom  Mittel- 
punkt a,  6  an  den  Kreis  (1)  gehende  Tangentenpaar,  so  er- 
hält man  für  diese  „Asymptoten"  des  Kreises 

{x  —  ay  +  («/  —  &)2  =  0  . 

Es  sind  dies  also  wiederum  die  dm-ch  a ,  h  gehenden  Minimal- 
geraden. Sie  berühren  den  Kreis  in  den  Punkten  I  und  J. 
Denn  die  Polare  des  Mittelpunktes  fällt  ja  ins  Unendliche. 
Da  ferner  diese  Kreisasymptoten  bloß  die  Koordinaten  a ,  h 
des  Mittelpunktes,  den  Radius  r  des  Kreises  dagegen  gar 
nicht  enthalten,  so  sind  sie  die  gleichen  für  alle  Kreise  mit 
demselben  Mittelpunkt.  Konzentrische  Kreise  berühren  sich 
demnach  doppelt  in  den  Kreispunkten. 

Wir  gelangen  mithin  zu  folgenden  Ausdrucksformen: 
Alle  Kreise  einer  Ebene  gehen  durch  zwei  bestimmte  un- 
endlich ferne,  imaginäre  Punkte  I  und  «7,  die  Kreispunkte 
dieser  Ebene.  Jeder  reelle  Punkt  der  Ebene  liefert,  mit  I 
und  J  verbunden,  zwei  konjugiert  imaginäre  Gerade,  die 
„Minimalgeraden",  die  zusammen  auch  als  der  Kreis  vom 
Radius  0  oder  als  der  Nullkreis  gelten  können,  der  seinen 
Mittelpunkt  in  diesem  Punkte  hat.  Jede  Minimalgerade 
deckt  sich  mit  der  auf  ihr  senkrechten.  Irgend  zwei  auf- 
einander senkrechte,  reelle  Gerade  trennen  die  Kreispunkte 
harmonisch.  Die  durch  einen  Punkt  gehenden  Minimal- 
geraden berühren  jeden  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  be- 
schriebenen Kreis  in  den  Kreispunkten. 

Die  Brennpunkte. 

28.  Ist  ii'gend  eine  Kurve  r-ter  Klasse  gegeben,  welche 
zunächst  nicht  durch  I  und  J  hindurchgeht,  so  kann  man 
von  jedem  der  Kreispunkte  aus  v  Tangenten  an  die  Kurve 
sich  bestimmt  denken.  Beide  Gruppen  von  Geraden  schneiden 
sich  in  v'^  Punkten,  die  man  als  die  „Brennpunkte"  der  Kurve 
bezeichnet.  Jeder  Brennpunkt  hat  also  die  Eigenschaft,  daß 
von  ihm  aus  je  eine  Tangente  der  Kurve  nach  den  Kreis- 
punkten geht.  Von  den  v^  Brennpunkten,  die  wir  soeben 
gefunden,  sind  v  reell.  Denn  jeder  Geraden  durch  /,  welche 
die  Kurve  berührt,  muß  eine  konjugiert  imaginäre  Tangente 
durch  J"  entsprechen,  wenn  anders  die  Kurvengleichung  reelle 
Koeffizienten  hat.  Zwei  solche  konjugiert  imaginäre  Ge- 
rade   schneiden    sich    aber   in  ihrem   reellen  Punkte.      Ein 
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derartiger  reeller  Brennpunkt  ist  also  auch  Mittelpunkt  eines 
Nullkreises,  der  die  Kurve  in  zwei  im  Endlichen  gelegenen 
konjugiert  imaginären  Punkten  berührt,  und  die  Verbindungs- 
linie der  Berührungspunkte  ist  eine  reelle  Gerade. 

Geht  eine  Kurve  r-ter  Klasse  durch  den  einen  Kreis- 
punkt I  a-mal  hindurch,  so  ist  der  andere  Kreispunkt  J  eben- 
falls ein  a-facher  Punkt  dieser  Kurve,  wieder  unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Gleichung  der  Kurve  reell  ist.  Die 
durch  /  und  J  gehenden  Tangenten  an  diese  Kurve  zer- 
fallen dann  in  solche,  welche  die  Kurve  in  I  oder  J  be- 
rühren, und  in  solche,  deren  Berührungspunkte  von  den 
Kreispunkten  verschieden  sind.  Tangenten  der  ersten  Art, 
d.  h.  also  Asymptoten  in  den  Kreispunkten,  erhalten  wir 
im  allgemeinen  Falle  demnach  je  a,  welche  sich  im  ganzen 
in  ö2  Brennpunkten  besonderer  Art,  sog.  „singulären" 
Brennpunkten,  begegnen;  o  derselben  sind  wieder  reell  und 
können  als  Nullkreise  aufgefaßt  werden,  welche  die  Kurve 
doppelt  berühren,  und  zwar  in  den  Kreispunkten  selbst. 

Außer  diesen  singulären  Brennpunkten  hat  die  Kurve 
noch  gewöhnliche.  Da  die  Tangente  in  einem  Kurvenpunkt 
doppelt  zu  zählen  ist,  so  gehen  von  dem  a-fachen  Punkt  / 
oder  J"  noch  je  v—2o  Tangenten  an  die  Kurve,  welche  sich  in 
{v  —  2  oY  Brennpunkten,  darunter  {v  -~2  6)  reellen,  begegnen. 
Endlich  können  wir  noch  die  in  I  oder  J  berührenden  Tan- 
genten mit  den  außerhalb  der  Kreispunkte  berührenden 
Tangenten  zum  Schnitt  bringen,  was  zu  2  o{v  —  2  o)  Brenn- 
punkten führt.  Zusammen  sind  dies  {v  —  oY  Brennpunkte. 
In  ähnlicher  Weise  zählt  man  die  Brennpunkte  ab,  wenn  die 
unendlich  ferne  Gerade  mehrfache  Tangente  der  Kurve  ist 
oder  wenn  1  und  J  Spitzen,  Wendepunkte  usf.  sind. 

Beispielsweise  hat  ein  Mittelpunktskegelschnitt  vier 
Brennpunkte,  von  denen  zwei  reell  sind.  Der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  ist  ein  singulärer  Brennpunkt. 

Eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung,  d.  h.  eine 
Kurve,  welche  in  I  und  J  Doppelpunkte  besitzt,  ist  von 
der  achten  Klasse,  so  daß  durch  1  und  J  noch  je  vier  nicht  in 
diesen  Punkten  berührende  Tangenten  gehen.  Diese  liefern 
sechzehn  gewöhnliche  Brennpunkte,  darunter  vier  reelle;  ferner 
ergeben  sich  vier  singulare  Brennpunkte,  darunter  zwei  reelle  usf. 

Hat  eine  Kurve  vierter  Ordnung  in  I  und  J  Spitzen, 
wie  dies  bei  den  sogenannten  Cartesischen  Ovalen  der  Fall 
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ist,  so  wird  sie  von  der  sechsten  Klasse.  Da  ferner  die 
Tangente  in  einer  Spitze  dreifach  zählt,  so  hat  die  Kurve 
neun  gewöhnliche  Brennpunkte,  darunter  drei  reelle,  ferner 
einen  singulären  Brennpunkt. 

§  10.    Die  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

Die  möglichen  Fälle. 

29.  Wir  wollen  nun  zwei  Ebenen  s  und  e'  quadratisch 
aufeinander  beziehen,  indem  wir  die  in  ihnen  gelegenen 
Kreispunkte  I  und  J  bzw.  /'und  J'  als  Fundamentalpunkte 
benutzen.  Das  dürfen  wir,  da  wir  ja  wissen,  daß  von  den 
drei  F.-Punkten  in  jeder  Ebene  zwei  konjugiert  imaginär 
sein  können  (12.).  Verlegen  wir  also  A^  und  A^  nach  I 
und  J,  JB[  und  B2  nach  F  und  J\  In  jeder  Ebene  ist 
dann  noch  ein  reeller  F.-Punkt  ^3  bzw.  JB^  anzunehmen 
und  in  diesem  befinde  sich  der  Anfang  je  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems,  auf  das  sich  die  Koordinaten  x,  y  in  e 
und  x\  y'  in  e'  beziehen.  Im  übrigen  verfahren  wir  ganz 
wie  in  2.  Zwischen  den  Strahlenbüscheln  A^  oder  I  und  B[ 
oder  1'  einerseits,  sowie  zwischen  den  Strahlenbüscheln  A^  (J) 
und  JBiiJ^)  andrerseits  werde  je  eine  projektive  Beziehung 
hergestellt.  Ein  beliebiger  reeller  Punkt  von  e  wird  mit  I 
und  J  verbunden,  die  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  F 
und  J^  schneiden  sich  im  entsprechenden  Punkte  P'.  Damit 
derselbe  reell  sei,  sind  die  projektiven  Beziehungen  so  zu 
bestimmen,  daß  diese  beiden  Strahlen  konjugiert  imaginäre 
werden;  eine  Bedingung,  die  wir  am  Schlüsse  der  Rechnung 
einführen  werden. 

Der  Strahl  durch  Ag   und  I  habe  nun  die  Gleichung 

y  =  ix, 

die  wir  in  der  Form  schreiben  x  =  —  iy .  Für  den  Büschel 
von  Parallelstrahlen  durch  I  erhalten  wir  demnach  die 
Gleichung 

(1)  x  =  —  iy-{-X, 

wo  A  ein  variabeler  Parameter.  Ist  nun  y'=ix'  der  Strahl  J^g/'', 
so  wird  ebenso  der  Strahlenbüschel  F 

(2)  x'=-iy'-\-p,, 
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wobei  eine  bilineare  Gleichung  zwischen  den  Parametern  X 
und  jLi  die  projektive  Beziehung  der  beiden  Büschel  ver- 
mittelt. Führen  wir  homogene  Koordinaten  Xj  Y,  ü... 
ein,  so  ergibt  sich 

X-{-iY-XÜ=0    bzw. 

Diese  Gleichungen  stimmen  nun  aber  mit  den  beiden  ersten 
Gleichungen  von  2.  überein,  wenn  man  dort  X2 ,  % ,  xi,  oo^ 
bzw.  ersetzt  durch  X+i-Y,    Uy  X'-{-iY',   U\ 

Der  Strahl  AgJ  hat  ferner  die  Gleichung  y  ==  —ix  und 
der  Strahlenbüschel  J  wird 

(3)  x  =  iy-{-A, 

während  der  Strahlenbüschel  B^  oder  «7'  dann  zu  schreiben  ist 

(4)  x'=iy'-{-M, 

wo  Ä  und  M  wieder  die  Parameter  bedeuten.  Durch  Ein- 
führung homogener  Koordinaten  erhalten  wir  daraus 

X-iY-  ÄU  =  0 

X'—iY'-  Mü'=0 

und  der  Vergleich  mit  den  Gleichungen  (2)  von  2.  läßt  er- 
kennen, daß  lediglich  x^  und  x[  durch  X—i  Fund  X'—  ^X' 
ersetzt  sind.  Wir  haben  also  nicht  nötig,  die  ganze  Be- 
trachtung auch  hier  durchzuführen,  sondern  können  ohne 
weiteres  das  frühere  Resultat,  nämlich  die  Formeln  (3)  bis 
(6)  von  2.  benutzen,  nur  haben  wir  an  Stelle  von 

/y»  /*•  /y»  /y>'  /y»'  /y»/ 

der  Reihe  nach  zu  setzen: 

X-iY,     X  +  iY,     U,    X'-iY\     X'+iT,     ü\ 
Dann  liefert  Gleichung  (7)  von  2. 

X'-iT:X'-\-iT:W 

•(X-\-iY)Ui  h{X  -  i  Y)  U :  c{X  -  i  Y)(X  -i-  i  Y)  , 

Dagegen  dürfen  wir  nicht  außer  acht  lassen,  daß  es  ganz  in 
unserer  Willkür  liegt,  welches  Vorzeichen  von  i  wir  dem 
Punkte  I  und  welches  dem  Punkte  J  zuordnen.    Wir  können 


(5)j         , 
(  =01 
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also  dem  Büschel  I,  der  durch  (1)  gegeben  ist,  statt  des 
Büschels  (2)  auch  zuweisen  den  Strahlenbüschel 

(6)  x'=-\-iy'-{- fx, 

so  daß  die  beiden  projektiven  Strahlenbüschel  A^    und  B[ 
jetzt  werden 

X'-  i  T-  IX  W=  0  . 

Dem  Strahlenbüschel  (3)  muß  dann  zugewiesen  werden  der 
Büschel 

(7)  x'=-iy'^M, 

was  zu  den  Gleichungen  führt 

x-ir-  AV  =  ^ 

X'-{-iT-MÜ'=0, 

Der    Unterschied    besteht    mithin    lediglich    darin,   daß    im 
letztern  Falle 

/yt  /y  /y  /y'  /y'  O"' 

'^'l    f         "^2    y  3    f  1   ?  2  >         "^S 

der  Reihe  nach  zu  ersetzen  sind  durch 

X-iY,    X  +  iY,     U,    X'+iY\    X'-iT,     U\ 
so  daß  neben  die  Formel  (5)  die  folgende  tritt: 

^^'^\=a{X-\-iY)ü:  h{X  -  iY)  ü :  c{X  -  i  Y)(X  -{-  iY) , 

womit  aber  auch  alle  Möglichkeiten  erschöpft  sind. 

Die  beiden  Fälle  mögen  noch  durch  die  Fig.  22  und  23 
veranschaulicht  werden,  in  denen  statt  der  abstrakten,  imagi- 
nären Gebilde  reelle  gezeichnet  sind  und  die  deswegen  als 
schematische  bezeichnet  werden  sollen.  Behandeln  wir  zu- 
nächst (5)  weiter,  so  ergibt  sich 

X'-iY'       a  (X-{-iY)ü 

W       ~  c     X^-^Y^ 
X'-\-iY'  _  h  (X-iY)U 

u'     ~  c    X2  -f  r2  ' 
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oder  nicht  homogen  geschrieben: 

^    '  ^  -    -2    t    4y2'  ^    ^"U  /.    /r.2_L<,/2 


c  x^-\-y' 


c  x^-\-y' 


Fig.  22  a. 


Fig.  22  b. 


Um  auf  reelle  Gleichungen  zu  kommen,  vergleichen  wir  die 
von  i  freien  Terme  sowie  die  mit  i  multiplizierten  und  er- 
halten 


a       X 


X  = 


bzw. 


X  =  — 


h       X 
c"a?2  +  2/2' 


y  = 


r  = 


a       y 


0^1, 


--Xfe7 


/        ^^'cc'*iy=0 


o;b. 


-x 


Fig.  23  a. 


Fig.  23  b. 


Diese  Gleichungen  sind  in  Einklang  zu  bringen,  wenn  a  =  6 
gesetzt  wird,  was  zugleich  die  oben  erwähnte  Bedingung  ist. 
Schreiben  wir 

c  ^  c  ~     ' 
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so  erhalten  wir  also  im  ersten  Falle  die  Gleichungen 

(10)     «''=fes^'  y'=-''-^T¥- 

Bilden  wir  daraus  noch 

X  —  iy  Je 


x'  -\-  iy'  =  h 


x'^  -\-  y'^      X  -\-  iy  ' 
sowie 

,       .    ,       ^  X  -\-  iy  h 

x^  -\-  y^      X  —  %y 
so  wird 
.^wx  .    •         T  x'—iy'  .         ^     x'-\-iy' 

(11)   ^  +  »2'  =  ^Fm^'     ^-*^  =  *-Fh^^^' 

und  es  ergeben  sich  für  Xy  y  die  Ausdrücke 

Gleichung  (8)  liefert,  ganz  ebenso  behandelt, 

/wov         /../       a  X  -\-  iy  ,      .    ,       h  X  —  iy 

und  weiter  unter  Einführung  der  gleichen  Größe  k 

(14)  *'='^s^j/2'   y'=^w^^' 

Wie  oben  findet  man  ferner 

(15)  ^  =  ^^7^,    y-^^^.- 

30.    Diese  Formeln  (10)  und  (14)  zeigen  zunächst,  daß 
für  die  durch  sie  gegebenen  Transformationen  bzw. 

x'~'^  x' 

d.  h.  die  Strahlenbüschel  in  A^  und  ^3  sind  nicht  bloß 
projektiv,  sondern  kongruent,  und  zwar  gleichsinnig  bei  der 
Transformation  (14),  ungleichsinnig  bei  (10).  Dies  ist  übrigens 
nur  eine  durch  unsere  besondern  Annahmen  bedingte  Modi- 
fikation einer  uns  schon  bekannten  Eigenschaft.  In  der  Tat 
waren  im  allgemeinen  Falle  P,  Q  und    P',  Q'   zwei  Paare 
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entsprechender  Punkte,  so  entsprachen  in  den  projektiven 
Strahlenbüscheln  A^  und  ^3  den  Strahlen  von  A^  nach  A^ , 
A^,  P,Q  die  Strahlen  von  B'^  nach  B^,  B[,  P%  Q',  so  daß 
die  Doppel  Verhältnisgleichheit  bestand: 

As  {A,  ,A,,P,Q)  =  Bi{B^,B[,  P%  Q') . 

Diese  liefert  aber  nach  G.  T.  I.  14.  die  Gleichheit  der  Winkel, 
wenn  an  Stelle  von  A-^ ,  A^  usf.  die  Kreispunkte  treten. 

Bezeichnen  wir  weiter  mit  r  den  Abstand  eines  Punktes  P 
von  A^ ,  mit  r'  den  des  entsprechenden  Punktes  P'  von  B'^ , 
so  daß  also 


r  =  4-  ya;2 

-\-y\     r' 

'=  + 

y^'^4-2/'s 

so  geben 

die  Formeln 

,  (10)  oder 

(14) 

ohne  weiteres 

also 
(16) 

r2r'2  = 

Es  ist  mithin  das  Produkt  der  von  den  reellen  F.-Punkten 
nach  entsprechenden  Punkten  gehenden  Radii-Vektores 
konstant. 

Beiden  Verwandtschaften  gemeinsam  ist  ferner  die 
Eigenschaft,  daß  jeder  Geraden  ein  Kreis  im  andern  Felde 
entspricht,  der  durch  den  reellen  F.-Punkt  hindurchgeht. 
Aber  auch  einem  Kreise  der  einen  Ebene  entspricht  ein 
Kreis  der  andern  (4.  26.).  Betrachtet  man  eine  Gerade  als 
einen  besondern  Fall  des  Kreises,  so  kann  man  allgemein 
sagen:  Jeder  Kreis  geht  wieder  in  einen  Kreis  über. 

Endlich  ist  es  auch  leicht,  die  Transformation  (10)  mit 
der  Transformation  (14)  in  einen  direkten  Zusammenhang 
zu  bringen.  Entspricht  in  der  letzeren  einem  Punkte  P  der 
Punkt  P',  so  wollen  wir  die  Ebene  e'  nochmals  auf  sich 
selbst  abbilden  unter  Benutzung  der  Formeln 

(17)  x''=x\    tf=-y\ 

Dadurch  wird  einem  Punkte  P'  ein  Punkt  P"  zugeordnet, 
der  zu  P'  symmetrisch  liegt  in  bezug  auf  die  X'- Achse. 
Rein  geometrisch  erreichen  wir  dies  dadurch,  daß  wir  die 
Ebene  e'  um  die  X'-Achse  um  einen  Winkel  von  180*^ 
drehen.  Physikalisch  können  wir  diese  Abbildung  (17)  als 
eine  „Spiegelung'*  an  der  X'- Achse  bezeichnen.    Führen  wir 
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nun  die  Transformation  (14)  aus  und  danach  diese  Spiegelung 
in  der  Ebene  s%  so  bestehen  zwischen  den  Punkten  P  und  P" 
die  Beziehungen 

(18)       -"-^^.'   y"--^-^^' 

und  das  ist  die  Transformation  (10).     Es  folgt  also: 

„Die  Transformation  (10)  läßt  sich  zusammen- 
setzen aus  der  Transformation  (14)  und  aus  einer 
Spiegelung/^ 

Dte  Ebenen  e  und  e'  können  ferner  auch  zusammen- 
fallen, was  indessen  keinen  Anlaß  zu  neuen  Betrachtungen 
liefert:  es  soll  daher  sofort  die  involutorische  Lage  der 
beiden  Systeme  untersucht  werden. 


Die  involutorischen  Transformationen. 

31.  Bei  der  allgemeinen  quadratisch  involutorischen 
Verwandtschaft  mußten  entweder  alle  drei  F.-Punkte  mit 
ihren  zugeordneten  zusammenfallen  oder  es  hatte  diese  Eigen- 
schaft wenigstens  ein  Paar  derselben,   während  die  beiden 


:?r 


/ 


A^ 


'jc'-iy'=0 


YT 


^  a^b; 


Fig.  24. 


-XX 


Fig.  25. 


Übrigen  Paare  sich  wechselseitig  deckten  (24.).  Im  vor- 
liegenden Falle  wird  also  jedenfalls  A^  mit  B^  koinzidieren, 
während  wir  die  übrigen  F.-Punkte  in  folgender  Weise  auf 
die  Kreispunkte  I  und  J  der  Ebene  verteilen  können:  ent- 
weder wir  verlegen  A^  und  B^  nach  I  und  A^ ,  B[  nach  J 
(schematisch  in  Fig.  24  dargestellt)  oder  A-^  und  B[  fallen 
nach  I,  A2  und  Bi  nach  J  (schematische  Fig.  25).     Das 
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rechtwinklige  Koordinatensystem,  auf  das  sich  jetzt  sowohl 
die  Xjy  als  auch  die  x^y  y'  beziehen,  habe  in  A^  seinen 
Anfang.  Dann  bleibt  die  Überlegung  ganz  die  gleiche  wie 
vorher  und  die  Gleichungen  (10)  und  (14)  geben  auch  jetzt 
wieder  die  beiden  Verwandtschaften.  Im  ersten  Falle  (Fig.  24) 
ist,  entsprechend  den  Gleichungen  (10),  der  Strahlenbüschel  ^3 
involutorisch  auf  sich  bezogen,  die  beiden  Koordinaten- 
achsen sind  die  Doppel  strahlen.  Dagegen  geht  im  zweiten 
Falle  (Fig. 25),  wie  die  Gleichungen  (14)  dartun,  jeder  Strahl 
des  Büschels  A^  in  sich  selbst  über.  Natürlich  besteht  auch 
zwischen  diesen  Verwandtschaften  (10)  und  (14)  der  soeben  (30.) 
abgeleitete  Zusammenhang.  Die  durch  die  Gleichungen  (14)  be- 
stimmte Transformation  wird  als  „Inversion"  bezeichnet,  der 
Koordinatenanfang  heißt  das  „Inversionszentrum"  oder  der 
„Inversionsmittelpimkt",  die  Größe  Zv  die  „Potenz"  der  In- 
version.   Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Inversion. 

Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen. 

32.  Zunächst  wollen  wir  eine  Eigenschaft  dieser  Trans- 
formation ableiten,  die  sowohl  für  positive  als  negative  Werte 
von  h  richtig  bleibt.  Ein  Punkt  P  habe  die  Koordinaten  x  ,y , 
ein  ihm  unendlich  benachbarter  Q  die  Koordinaten  x  -{-  dy  y 
y  -{-  dy .  Diesen  Punkten  entsprechen  die  Punkte  P',  Q^ 
mit  den  Koordinaten  x%  y\  x'  +  dx' ,  y'  +  dy\  Dann  liefern 
die  Gleichungen  (14) 


(19) 


,  _  ,  —2xydx  +  {x'^  —  y^)  dy 


(x^  +  yy 
Für  die  Entfernungen  PQ  bzw.  P'Q',   also  für  die  Größen 

ds^  =  dx^ -{- dy^     und     ds'^  =  dx'^ -{- dy'^ 
erhalten  wir  dann  aber  durch  eine  leichte  Rechnung 

1,2 
ds"^  = ds^ 

oder,  wenn 

r2  =  x'^  +  «/%     r'2  =  a;'2-[-^'2 
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gesetzt  und  Gleichung  (11)  benutzt  wird, 


(20) 

ds  =  -—-ds  =  -j-ds 

und 

ds'       k        r' 
ds       r^        k  ' 

Dies  Verhältnis  ds'/ds  zweier  einander  entsprechenden 
Längenelemente  können  wir  als  den  „Maßstab'*  der  Ab- 
bildung bezeichnen.  Wird  P,  also  auch  P'  festgehalten, 
während  die  durch  P  bzw.  P'  hindurchgehenden  Elemente 
variieren,  so  bleibt  das  Verhältnis  ds'/ds  unverändert.  Es 
ändert  sich  aber  auch  nicht,  wenn  P  einen  Kreis  um  den 
Inversionsmittel punkt  beschreibt.  Im  übrigen  wechselt  der 
Maßstab  von  Punkt  zu  Punkt. 

Ist  ferner  R  ein  zweiter,  dem  Punkte  P  unendlich  be- 
nachbarter Punkt  mit  den  Koordinaten  x  -\-  öx,  y  -\-  dy  und 
ist  PP  =  ^s,  so  gilt  auch  die  Beziehung 

ds'=\ds. 

Die  beiden  Elemente  ds  und  ds  mögen  einen  Winkel  öc  ein- 
schließen, die  entsprechenden  Linienelemente  ds'  und  ds' 
einen  Winkel  (x'.     Dann  ist  bekanntlich 

,      dx' öx' -\- dy' dy' 
cosa'=-  ^    ^     if 


ds'-ds' 

Bildet  man  aber  diesen  Ausdruck  nach  (19)  und  (20),  so 
finden  wir  ohne  Mühe,  daß  oc  und  oc'  gleich  groß  sind. 

Die  Transformation  gehört  also  zu  der  großen  Familie 
der  „winkeltreuen'*,  „isogonalen"  oder  „konformen*' 
Abbildungen. 

Gehen  durch  einen  reellen  Punkt  P  (der  nicht  in  dem 
Koordinatenanfang  gelegen  ist)  irgend  zwei  Kurven  der 
einen  Ebene  und  suchen  wir  die  Bilder  dieser  Kurven  in 
der  andern  Ebene,  so  bilden  diese  im  entsprechenden 
Punkte  P'  den  gleichen  Winkel,  wie  die  gegebenen  Kurven 
in  P. 

Um  auch  noch  den  Sinn  zu  bestimmen,  in  welchem 
entsprechende  Winkel   durchlaufen  werden,   betrachten  wir 
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das  unendlich  kleine  Dreieck  PQR  und  das  ihm  entsprechende 
P'Q'R.  Der  doppelte  Flächeninhalt  des  letzern  ist  (G.T.1. 86.) 
auch  dem  Sinne  nach 


2ArQ'B'  = 


x'  y'         1 

x'^dx'    y'-\-dy'     1 
x'-\-dx'    y'-^by'    1 


^  dx' by' -  bx' dy' 


Rechnen  wir  wieder  die  linke  Seite  aus,  unter  Benutzung  von 
(19),  so  finden  wir 

Z.2 

oder,  wenn  wir  überhaupt  mit  doy  und  doi'  zwei  entsprechende, 
unendlich  kleine  Flächeninhalte  bezeichnen: 

(21)  d(x>'^-y^dco=---^dm . 

Es  werden  also  für  positive  oder  negative  Werte  von  Z;  ent- 
sprechende unendlich  kleine  Flächen  im  entgegengesetzten 
Sinne  durchlaufen.  Dies  veranschaulichen  die  Fig.  26  und  28 
für  die  sich  entsprechenden  unendlich  kleinen  Dreiecke  T12 
und  Yl'  2',  Die  Gleichung  (21)  gibt  endlich  noch  den 
Wert  für  das  Verhältnis  dco^jdco  entsprechender  unendlich 
kleiner  Flächen.  Derselbe  ist  das  Quadrat  des  Maßstabes 
für  die  Längenelemente.  Im  Koordinatenanfang  und  seiner 
Nachbarschaft  erleidet  die  sonst  überall  in  der  Ebene  vor- 
handene Stetigkeit  der  Abbildung  eine  Ausnahme.  Denn 
der  Mittelpunkt  der  Inversion  bildet  sich  in  die  unendlich 
ferne  Gerade  ab. 

Die  Inversion  mit  positiver  Potenz. 

3B.  Ermitteln  wir  jetzt  die  Punkte,  welche  mit  ihren 
entsprechenden  zusammenfallen.  Dann  haben  wir  x^=x, 
y'  =  y  zu  setzen  und  erhalten  aus  beiden  Gleichungen  (14) 

x'i  -\-y'^  =  k  , 

Bei  dieser  Betrachtung  ist  es  also  nötig,  die  Fälle  nach  dem 
Vorzeichen  der  Potenz  h  zu  unterscheiden.  Nehmen  wir  zu- 
nächst h  positiv,  etwa  =  rj ,   so  erhalten  wir  als  Ort  aller 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.    IL  5 
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sich  selbst  entsprechenden  Punkte  oder  Koinzidenzpunkte 
den  „Inversionskreis" 

^2  +  y2  =  r§  . 

Irgend  zwei  sich  entsprechende  Punkte  P,  P'  liegen  auf 
einem  Durchmesser  desselben  stets  so  (Fig.  26),  daß  sie  die 
Durchmesser-Endpunkte  iüf  und  ^harmonisch  trennen  (vgl.  25.). 
Ist  P  außerhalb  des  Inversionskreises  gelegen,  so  findet  man 
P'  folglich  auch,  indem  man  von  P  aus  die  Tangenten  an 
den  Inversionskreis  konstruiert,  welche  ihn  in  T  und  U  be- 
rühren. Die  Verbindungslinie  TU j  die  Polare  von  Pin  bezug 
auf  den  Inversionskreis,  schneidet  auf  OP  den  entsprechenden 
Punkt  P'  aus,  wobei  noch  bemerkt  werden  mag,  daß  TU 
auf  dem  Durchmesser  OP  senkrecht  steht.  Diese  letzte 
Eigenschaft  zeigt  dann  gleichzeitig,  wie  man  zu  einem  inner- 
halb des  Inversionskreises  gelegenen  Punkte  P'  den  ent- 
sprechenden P  konstruiert.  Aus  der  Figur  lesen  wir  sofort 
die  Beziehung  ab 

OP^Or=rl==h 
oder 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Zusammenhang  hat  Liouville  in 
der  auf  S.  286  unter  5.  zitierten  Arbeit*)  für  diese  Trans- 
formation den  Namen  „Prinzip  der  reziproken  Radien"  ge- 
wählt. 

Die  ganze  außerhalb  des  Inversionskreises  gelegene 
Ebene  bildet  sich  in  das  Innere  dieses  Kreises  ab,  die  un- 
endlich ferne  Gerade  in  den  Mittelpunkt  desselben.  Jedem 
unendlich  fernen  Punkte  Q  entspricht  der  Punkt  Q\  der  an 
0  unendlich  benachbart  liegt  auf  den  Durchmesser  OQ. 
Der  Inversionskreis,  der  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  ent- 
spricht, vermittelt  den  Übergang.  Linien  oder  Flächen- 
elemente, die  von  ihm  ausgehen,  sind  nach  den  Gleichungen  (20) 
bzw.  (21)  ebenso  groß  wie  ihre  entsprechenden. 

Einer  Geraden  g  entspricht  ein  Kreis  cpg  (Fig.  26);  dem 
unendlich  fernen  Punkte  von  g  ist  zugeordnet  der  auf  der 


*)  Da  die  Inversion  in  der  Ebene  vielfach  gleichzeitig  mit 
der  entsprechenden  Verwandtschaft  im  Räume  behandelt  wird,  so 
geben  wir  die  Literaturübersicht  im  Anschlüsse  an  die  letztere  auf 

S.  286. 
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Parallelen  gi  durch  0  zu  g  gelegene  zu  0  unendlich  be- 
nachbarte Punkt.  Es  berührt  demnach  (pg  in  0  die  Ge- 
rade gi,  die  von  0  auf  g  gefällte  Senkrechte  ist  ein  Durch- 
messer des  Kreises  (pg  und  der  dem  Fußpunkte  B  dieser 
Senkrechten  entsprechende  Punkt  B'  liefert  in  OB'  den 
Durchmesser  von  (pg.  Den  geometrischen  Zusammenhang 
zwischen  der  Geraden  g ,  dem  Kreise  (pg  und  dem  Inversions- 
kreise  Kq  gibt  die  Beziehung 


r 

/     y 

!    *^ 

j    i\      \%, 

Fig.  26. 

welche  besagt,  daß  die  Gerade  g  die  Potenzlinie  (oder 
Radikalachse)  der  beiden  Kreise  K^  und  cpg  ist,  was 
auch  durch  die  Rechnung  unmittelbar  zu  erweisen.  Es  geht 
also  cpg  durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  dem  Tnversions- 
kreise  hindurch.  Dies  ist  selbstverständlich  für  eine  Gerade, 
welche,  wie  z.  B.  Ä,  den  Inversionskreis  in  reellen  Punkten 
trifft.  Um  zu  zeigen,  wie  diese  Abbildung  die  Winkel  er- 
hält, aber  ihren  Sinn  ändert,  ist  in  der  Fig.  26  zu  dem 
einen  der  Winkel,  welche  g  und  %  bilden,  der  auch  dem 
Sinne  nach  gleiche  Winkel  der  parallelen  Kreistangenten  gl 
und   ÄJ,   gezeichnet.      Der  Winkel   des   Kreises,   d.  h.  der 
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"Winkel,  den  tg  und  4  einschließen,  zeigt  den  entgegen- 
gesetzten Sinn. 

Wir  können  also  sagen: 

„Einer  beliebigen  Geraden  g  entspricht  in  der 
(gewöhnlichen)  Inversion  ein  Kreis  (pg  durch  den 
Mittelpunkt,  der  dort  eine  zu  g  parallele  Tangente 
hat.  Der  Kreis  cpg  und  der  Inversionskreis  haben  g 
zur  Potenzlinie." 

Entsprechende  Kreise. 

34.  Einem  beliebigem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  M 
entspricht  wieder  ein  Kreis,  und  es  folgt  aus  der  Symmetrie 
der  Figur  ohne  weiteres,  daß  der  Mittelpunkt  N'  dieses 
zweiten  Kreises  auf  der  Linie  OM  gelegen  sein  muß.  Beide 
Kreise  haben  den  Inversionsmittelpunkt  0  zum  Ahnlichkeits- 
punkt.  Denn  ist  P^  der  dem  Punkte  P  entsprechende,  ferner 
P^  der  zweite  Schnittpunkt  von  OF  mit  dem  ersten  Kreise 
(Fig.  27),  bezeichnet  man  ferner  die  Potenz  des  Punktes  0 
in  bezug  auf  den  Kreis  {M)  mit  p^,  so  gelten  die  Beziehungen 

PO'F'O^rl 

PO'F^O  =  p\ 
also 

ro      rl 

-T^r7\  =  ^  =  const. 
P^O      p^ 

Demnach  erhält  man  die  Punkte  P'  aus  den  Punkten  P^ 
des  Kreises  {M),  indem  man  jeden  Radiusvektor  im  be- 
stimmten Verhältnis  verändert,  d.  h.  durch  eine  Ahnlichkeits- 
transformation;  0  ist  also  ein  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden 
Kreise.  In  dieser  Ahnlichkeitstransformation  entsprechen 
sich  aber  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise,  also  ist  auch 

N'O  _  P'^  _  /f 
MO  ~  PW  ~  p^' 
so  daß  folglich 

MP^  4=  NT\ 

Mittels  dieser  Eigenschaft  findet  man  leicht  den  Mittel- 
punkt N^,  indem  man  zu  dem  beliebigen  Punkte  P  des  ge- 
gebenen   Kreises    (M)    den    entsprechenden   P',    sowie    den 
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6^ 


Hilfspunkt  P^  ermittelt  und  durch  P'  eine  Parallele  zu  MP^ 
zieht.  Diese  liefert  auf  OM  den  gesuchten  Mittelpunkt  N^ 
des  entsprechenden  Kreises.  In  der  Inversion  entsprechen 
sich  die  Kreismittelpunkte  M  und  N^  natürlich  keineswegs^ 
was  übrigens,  unter  Benutzung  von  28.,  noch  direkt  bewiesen 
werden  möge.  Doch  läßt  sich  ein  einfacher  Zusammenhang 
angeben.     Entspricht  nämlich  dem  Punkte  M  der  Punkt  M^ 


Fig.  27. 


und  schneidet  der  Durchmesser  OM  den  Kreis  (M)  in  Q 
und  R,  den  Kreis  {N")  in  Q'  und  R',  so  liegt  M  harmonisch 
zu  Q  und  jR  bezüglich  des  unendlich  fernen  Punktes  von 
OM.  Da  nun  aber  auf  jedem  Strahle  durch  0  sich  in- 
volutorische  Punktreihen  ausbilden,  da  ferner  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  Inversionsmittelpunkt  0  entspricht,  so  ist 
auch  M'  der  vierte  harmonische  zu  0  bezüglich  R\  Q\ 
M'  entspricht  also  dem  Punkte  0,  wenn  der  Kreis  {N')  zu 
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einer  Inversion  benutzt  wird.  Eine  analoge  Beziehung  gilt 
für  den  Punkt  N. 

Die  beiden  einander  entsprechenden  Kreise  (M)  und  {N^ 
haben  femer  noch  die  Eigenschaft,  daß  sie  in  Verbindung 
mit  dem  Inversionskreis  ein  Büschel  bilden.  Der  Beweis 
hierfür  ergibt  sich  durch  die  Rechnung  sehr  einfach.  In 
der  Tat  die  Gleichung  des  Kreises  (il^)  sei 

Führen  wir,  unter  Anwendung  der  Formeln  (14)  (S.  60), 
die  Transformation  wirklich  aus,  so  ergibt  sich  nach  Unter- 
drückung des  Faktors  x"^  -{-  y'^ ,  der  =  0  gesetzt  die  F.-Ge- 
rade  Ol  und  OJ  liefert, 

(x^  +  y^){o^^  -h  ß^-  r^)  —  2k{(xx  +  ßy)-{-k^  =  0  y 

was  sich  sofort  auch  in  folgender  Form  schreiben  läßt: 

k{{x-(xy-\-{y-ß)^-r^}-((x^  +  ß^-r^-k){x^-{-y^-k)==^0 

oder 

(22)  kK-  ((x^-{-ß^-r^-k)Ko  =  0, 

Es  geht  also  der  entsprechende  Kreis  durch  die  Schnitt- 
punkte von  ^  =  0  und  ^o  =  0  hindurch,  womit  die  vorige 
Behauptung  erwiesen  ist.  Schneidet  der  gegebene  Kreis  (M) 
den  Inversionskreis  in  reellen  Punkten,  so  versteht  sich 
der  Satz  von  selbst. 

Aus  der  Gleichung  (22)  folgt  aber  noch  weiter,  daß 

(23)  oc^^ß^-r^-k  =  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  gibt,  daß 
ein  Kreis  durch  die  Inversion  in  sich  selbst  transformiert 
werde.  Da  ferner  im  vorliegenden  Falle  k  =  rl,  so  hat  die 
Bedingung 

(24)  0^2  _^  ^2  _  ^2  _|_  rl 

die  geometrische  Bedeutung,  daß  ein  solcher  Kreis  den  In- 
versionskreis orthogonal  schneidet.  Denn  sie  besagt,  daß 
das  Dreieck  QMS  rechtwinklig  ist,  wenn  S  einer  der  Schnitt- 
punkte des  Kreises  mit  dem  Inversionskreise.  Die  Strahlen 
durch  den  Inversionsmittelpunkt  0  können  als  spezielle  der- 
artige Kreise  betrachtet  werden. 
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Sind  ferner  P  und  P'  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
der  Inversion,  so  wird  irgend  ein  Kreis  durch  diese  Punkte 
den  Inversionskreis  in  reellen  Punkten  TT,  ü  treffen,  da  ja 
von  zwei  entsprechenden  Punkten  der  eine  innerhalb,  der 
andere  außerhalb  des  Inversion skreises  gelegen  ist.  Dem 
Kreise  durch  P,  W,  U  entspricht  mithin  ein  Kreis  durch 
die  Punkte  P',  W  U,  d.  h.  der  erwähnte  Kreis  geht  in  sich 
selbst  über  und  schneidet  also  den  Inversionskreis  orthogonal. 

Ist  Q,  Q^  ein  zweites  Paar  entsprechender  Punkte,  so 
gilt  für  den  Kreis  durch  P,  P',  Q  die  gleiche  Überlegung. 
Derselbe  enthält  deswegen  auch  den  Punkt  Q\ 

Wenn  endlich  ein  Kreis  den  Inversionskreis  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  dieses  letztern  schneidet,  so  ist 
der  entsprechende  Kreis  ebenso  groß  und  symmetrisch  zu 
diesem  Durchmesser  gelegen.  Der  Beweis  ergibt  sich  ohne 
Schwierigkeit,  indem  man  das  Quadrat  der  halben  Länge 
dieses  gemeinsamen  Durchmessers  in  doppelter  Weise  aus- 
drückt.    Wir  erhalten  demnach  weiter: 

Jedem  Kreise  entspricht  in  der  gewöhnlichen  In- 
version wieder  ein  Kreis;  für  beide  Kreise  ist  der 
Inversionsmittelpunkt  ein  Ahnlichkeitspunkt  und 
beide  Kreise  gehören  mit  dem  Inversionskreise  einem 
Büschel  an.  Jeder  Kreis,  der  den  Inversionskreis 
orthogonal  schneidet,  geht  in  sich  selbst  über  und 
umgekehrt.  Irgend  ein  Kreis  durch  zwei  entsprechende 
Punkte  schneidet  den  Inversionskreis  orthogonal  und 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  liegen  auf 
einem  solchen  Kreise. 

Allgemein  wird  einer  Kurve  n-ter  Ordnung,  welche  nicht 
durch  den  Inversionsmittelpunkt  hindurchgeht,  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  2  n  entsprechen,  welche  0  sowie  die  Kreis- 
punkte I  und  J  zu  w-fachen  Punkten  hat.  Aus  den  früheren 
allgemeinen  Sätzen  (S.  9)  folgt  dies  ohne  weiteres.  Einem 
Wendepunkt  W  einer  Kurve  entspricht  im  allgemeinen  nicht 
wieder  ein  Wendepunkt.  Vielmehr  geht  die  Wendetangente 
in  den  Krümmungskreis  des  entsprechenden  Punktes  W 
über,  welch  ersterer  nur  die  Eigenschaft  hat,  durch  0  zu 
gehen.  Dagegen  geht  jeder  Krümmungskreis  einer  Kurve  im 
allgemeinen  wieder  in  den  Krümmungskreis  des  entsprechen- 
den Punktes  über. 
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Metrische  Beziehungen. 

35.    Sind  P  und  Q  irgend  zwei  Punkte,  P'  und  Q'  die 
entsprechenden,  so  ist  wegen 

OP'Or=OQ'OQ'=rl 
AOPQ^AOrQ', 


folgUch 


PQ  ~  OP  ~  OP'  OQ  ' 


also 

Dies  ist  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  entsprechenden 
Strecken.  Liouville  geht  in  seiner  bereits  erwähnten 
Arbeit  allgemein  von  Punktbeziehungen  aus,  für  welche  die 
Beziehung  besteht 

wobei  9?(P)  eine  Funktion  der  Koordinaten  des  Punktes  P, 
(p(Q)  die  gleiche  Funktion  der  Koordinaten  von  Q. 

Die  obige  Relation  kann  dazu  dienen,  metrische  Be- 
ziehungen von  dem  einen  Felde  in  das  andere  zu  übertragen. 
Schneidet  z.  B.  eine  Gerade  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
bzw.  m  Äi ,  B^ ,   C^,  so  ist  bekanntlich 

(26)  AC\  .  BÄ, .  CB^  =  BC^  •  CA,  •  AB,  . 

Für  die  entsprechende  Figur  ergibt  sich  mithin 

A'Ci  B'Ai  C'Bl 


(27) 


OA^OC,    OB'OA,    00 'OB, 
B'Ci  C'A[  A'Bi 


OB'OC,    OG'OA,    OA'OB,' 

Hier  tritt  der  Fall  ein,  daß  alle  von  0  auslaufenden  Strecken 
sich  wegheben,  so  daß  wir  erhalten: 

(28)  A'  Ci .  B'Ai .  C'Bi  =  B'  G[  -  C'Ai  -  A'B[ . 

Nun  entsprechen  den  Geraden  der  ersten  Figur  im  zweiten 
Felde  durchweg  Kreise  durch  den  Inversionsmittelpunkt  0 . 


§  10.    Die  Transformation  durch  reziproke  Radien.  73 

Für  die  Verbindungsstrecken  der  Punkte  Ä\  B\  . .,  in  denen 
sich  diese  vier  Kreise  treffen,  gilt  dann  die  Beziehung  (28). 
Lassen  wir  den  Punkt  Q  dem  Punkte  P  einer  bestimmten 
Richtung  unendlich  naherücken,  so  daß  die  Strecke  PQ  in 
ein  Linienelement  ds  übergeht,  so  wird  P^Q^  das  entsprechende 
Linienelement  und  wir  erhalten  die  Relation  (20). 

Die  Inversion  mit  negativer  Potenz. 
36.   Ist  k  negativ,  also  etwa 
^  =  — rj  , 

so  ergibt  sich  als  Ort  der  Koinzidenzpunkte  der  „imaginäre 
Kreis" 

^-  +  «/'  =  -rl 
und  reelle  Koinzideuzp unkte  fehlen  gänzlich.  Zunächst 
werden  wir  fragen,  wie  man  in  diesem  Falle  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  P  den  entsprechenden  P'  durch  eine  Kon- 
struktion ermittelt.  Führen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  In- 
version ein,  welche  den  reellen  Inversionskreis  vom  Radius  r^ 
besitzt  und  entspricht  in  dieser  Inversion  dem  Punkte  P 
der  Punkt  P''  (Fig.  28),  so  erhalten  wir  für  P''  die  Ko- 
ordinaten 

Nehmen  wir  dazu  die  Transformation 

(29)  x"=^-x',    y"  =  -y', 

SO  entspricht  in  ihr  dem  Punkte  P"  ein  Punkt  P\  und  dies 
ist  auch  der  dem  Punkte  P  durch  die  Gleichungen  (14)  zu- 
geordnete. Der  Punkt  P'  liegt  aber  auf  der  Linie  0F'\ 
so  daß  0P'=  Or\  Die  durch  die  Gleichungen  (29)  ge- 
gebene Abbildung  der  Ebene  kann  man  daher  als  eine  Sym- 
metrie in  bezug  auf  den  Punkt  0  bezeichnen.  Wir  kommen 
aber  auch  durch  zwei  Um  legungen,  eine  erste  um  die  X-Achse, 
eine  zweite  um  die  Y-Achse  vom  Punkte  P"  zu  P' ;  es  folgt 
denmach : 

Die  Inversion  mit  imaginärem  Inversionskreis  oder 
mit  negativer  Potenz  läßt  sich  zusammensetzen  aus 
einer  gewöhnlichen  Inversion  mit  der  absolut  gleichen, 
aber  positiven  Potenz  und  aus  zwei  Spiegelungen  an 
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zwei  zueinander  senkrechten  Achsen  durch  den  In- 
versionsmittelpunkt. 

Der  Geraden  g  entspricht  z.  B.  der  Kreis  (pg  (Fig.  28). 
Der  Kreis 

(30)  x^-\-y^  =  rl 

geht  bei  dieser  Inversion  in  der  Weise  in  sich  selbst  über, 
daß  jedem  seiner  Punkte  der  diametral  gegenüberliegende 
entspricht.     Die  Transformation  führt  aber  noch  oo^  Kreise 


Fig.  28. 


in  sich  selbst  über,  nämlich  alle  diejenigen,  welche  den 
Kreis  (30)  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  des  letztem 
schneiden.  In  der  Tat  ist  dies  der  geometrische  Sinn  der 
Bedingung  (24),  welche  für   Je  =  —rl  die  Form  annimmt 

a2  +  ^2  _  ^2  _rl  . 

Daß  die  Inversion  mit  negativer  Potenz  ebenfalls  konform 
ist,  die  Winkel  erhält,  aber  ihren  Sinn  ändert,  folgt  jetzt 
auch  aus  der  soeben  bewiesenen  Zusammensetzung  derselben. 
In  betreff  der  durch  die  Gleichungen  (10)  auf  S.  60  ge- 
gebenen Transformation  mag  noch  hinzugefügt  werden,  daß  die- 
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selbe  für  Ä  =  +  r§  als  Resultat  einer  gewöhnlichen  Inversion 
und  einer  Spiegelung,  die  Winkel  und  ihren  Sinn  erhält. 
Reelle  Doppelpunkte  enthält  dieselbe  zwei,  nämlich  die 
Punkte  x  =  ±rQ  der  X-Achse.  Alle  Kreise  durch  diese 
beiden  Punkte  gehen  in  sich  selbst  über. 

Die  invariable  Natur  der  Brennpunkte. 

37.  Die  Transformationen  (10)  und  (14)  hatten,  sowohl 
auf  getrennte  als  auch  auf  vereinigte  Ebenen  bezogen,  die 
Eigenschaft,  daß  sie  die  Strahlenbüschel  der  imaginären 
Kreispunkte  ineinander  bzw.  in  sich  überführten.  Nun  war 
aber  ein  Brennpunkt  einer  Kurve  der  reelle  oder  imaginäre 
Schnittpunkt  zweier  durch  die  Kreispunkte  der  betreffenden 
Ebene  gehenden  Tangenten  dieser  Kurve.  Also  geht  er 
wieder  in  einen  Brennpunkt  der  entsprechenden  Kurve  über. 
Nennen  wir  die  in  einer  Inversion  einer  Kurve  entsprechende 
Kurve  kurz  deren  „Inverse",  so  gilt  mithin  der  Satz: 

In  einer  Inversion,  deren  Mittelpunkt  sich  in 
bezug  auf  eine  Kurve  in  allgemeiner  Lage  befindet, 
transformieren  sich  die  gewöhnlichen  Brennpunkte 
einer  Kurve  in  die  der  „Inversen*^ 

Für  die  singulären  Brennpunkte,  welche  Schnittpunkte 
von  in  I  oder  J  berührenden  Tangenten  waren,  trifft  dies 
nicht  mehr  zu.  In  der  Tat  entsprach  ja  auch  in  einer  In- 
version z.  B.  dem  Mittelpunkt  eines  Kreises  nicht  der  Mittel- 
punkt des  entsprechenden  Kreises  (34.). 

Nehmen  wir  beispielsweise  einen  Kegelschnitt,  so  ent- 
spricht ihm  in  einer  Inversion  eine  rationale  Kurve  vierter 
Ordnung,  welche  in  0,  /,  «7  Doppelpunkte  besitzt,  also  eine 
„bizirkulare^'  Kurve.  Im  Inversionsmittelpunkt  0  sind  reeUe 
oder  imaginäre  Tangenten  vorhanden,  je  nachdem  der  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Für  eine  Parabel  erhält 
die  Kurve  vierter  Ordnung  in  0  eine  Spitze.  Den  vier  Brenn- 
punkten des  Kegelschnittes  entsprechen  vier  Brennpunkte  der 
Kurve  vierter  Ordnung.  Dieselbe  läßt  sich  auch  auf  folgende 
Art  erzeugen.  Zu  einem  Punkte  P  des  Kegelschnittes  finden 
wir  doch  den  entsprechenden  P'  (Fig.  29  a),  indem  wir  die  Po- 
lare j?  von  P  in  bezug  auf  den  Inversionskreis  mit  der  Linie  OP 
in  P^  zum  Schnitt  bringen  (vgl.  33.).  Durchläuft  nun  P 
den  Kegelschnitt,  den  wir  kurz  mit  [P]  bezeichnen  wollen, 
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80  umhüllen  die  Polaren  p  einen  zweiten  Kegelschnitt  [p\ , 
der  in  der  polarreziproken  Beziehung,  die  durch  den  Inversions- 
kreis Kq  bestimmt  wird  (G.  T.  I.  115.),  dem  Kegelschnitte  (P) 
entspricht.  Die  Punkte  P'  geben  dann  weiter  den  Ort  der 
Fußpunkte  der  von  0  auf  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  [p] 
gefällten  Senkrechten  oder  die  sog.  „Fußpunktkurve"  von 
\jß\  in  bezug  auf  den  Pol  0. 

Geht  man  umgekehrt  von  irgend  einem  Kegelschnitt  [p\ 
aus  und  konstruiert  für  0  als  Pol  die  zugehörige  Fußpunkt- 
kurve [P'] ,  so  ist  der  Ort  der  Pole  P  ein  Kegelschnitt,  der 
in  der  Inversion  dem  Orte  [P']  entspricht.  Da  die  Kurve  [F] 
von  der  vierten  Ordnung,  so  muß  sie  also  in  0,  ly  J 
Doppelpunkte  besitzen,  damit  ihr  ein  Kegelschnitt  entsprechen 
kann.     Es  folgt  demnach: 

Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  in  bezug  auf 
einen  belieb  igen  Inversionsmittelpunkt  ist  identisch 
mit  der  Fußpunktkurve  eines  zweiten  Kegel- 
schnittes, wenn  der  Inversionsmittelpunkt  als  Pol 
derselben  benutzt  wird.  Dieser  zweite  Kegelschnitt 
entspricht  dem  ersten  polar-reziprok  in  bezug  auf 
den  Inversionskreis. 


Fig.  29  a. 

Eine  weitere  Spezialisierung  tritt  ein,  wenn  der  Kegel- 
schnitt [PJ  den  Inversionsmittelpunkt  0  zum  Brennpunkt 
hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  berühren  die  Linien  Ol 
und  OJ  diesen  Kegelschnitt  und  folglich  (6.,  28.)  hat  die  ent- 
sprechende Kurve  vierter  Ordnung  [P'J  in  /  und  «7  Spitzen. 
Im  Punkte  0  verhält  sie  sich  ebenso  wie  im  allgemeinen  Falle. 
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Was  nun  die  zweite  Erzeugung  dieser  Kurven  vierter 
Ordnung  anbelangt,  so  erkennt  man  leicht,  daß  nun  auch 
der  zweite  Kegelschnitt  [p]  ein  Kreis  wird.  Denn  die 
Linie  Ol,  welche  den  Kegelschnitt  [P]  berührt,  ist  auch 
Tangente  des  Inversionskreises  Kq  und  es  entspricht  ihr 
alpo  der  Berührungspunkt,  d.  h.  der  Punkt  I.  Andererseits 
gehen  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  [P]  durch  die 
reziprok-polare  Beziehung  über  in  die  Punkte  des  Kegel- 


Fig.  29  b. 

Schnittes  \p],  folglich  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  /  und 
auch  durch  J  hindurch,  muß  demnach  ein  Kreis  sein.  Es 
ergibt  sich: 

Die  Inversen  eines  Kegelschnittes,  der  den  In- 
versionsmittelpunkt zum  Brennpunkt  hat,  sind  iden- 
tisch mit  den  Fußpunktkurven  des  Kreises.  Sie 
haben  in  den  Kreispunkten  Spitzen  und  im  Inversions- 
mittelpunkt einen  Doppelpunkt  mit  imaginären 
oder  reellen  Tangenten  oder  eine  Spitze,  je  nach- 
dem der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  ist. 

Die  Fig.  29  a,  29  b,  29  c   zeigen    diese   drei  Fälle  und 
die  Lage  des  Kreises  [p]  und  des  Poles  0. 
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Fig.  29  c. 

ßoberval  hat  diese  Kurven  nach  dem  altem  Stephan 
Pascal,  dem  Vater  des  Blaise  Pascal,  Pascal  sehe  „Schnecken'^ 
(Lima9on  de  Pascal)  genannt.  Die  den  Übergang  vermittelnde 
Kurve  mit  drei  Spitzen  (Fig.  29  c)  heißt  auch  „Herzkurve'' 
oder  „Kardioide". 

§  11.    Die  anallagmatischen  Eurven. 

Geometrische  Erzeugung. 

38.  Wir  wollen  ferner  noch  die  Frage  beantworten, 
wodurch  sich  die  Kurven  auszeichnen,  welche  durch  eine 
Inversion  mit  positiver  oder  negativer  Potenz  in  sich  über- 
geführt werden  können.  Für  diese  hat  man  nach  Moutard  (1) 
die  Bezeichnung  „anallagmatische  Kurven"  in  Anwendung 
gebracht,  und  wir  haben  bereits  gesehen  (34.),  daß  alle  zum 
Inversionskreis  orthogonalen  Kreise  die  genannte  Eigenschaft 
besitzen.  Es  zeigt  sich  nun  aber,  daß  sich  jede  anallagmatische 
Kurve  vermittels  solcher  Kreise  in  der  Weise  erzeugen  läßt, 
daß  sie  als  Enveloppe  eines  Systems  solcher  Kreise  be- 
trachtet werden  kann. 

In  der  Tat  ist  P  ein  Punkt  einer  in  einer  Inversion 
sich  selbst   entsprechenden  Kurve  /,  P'  der  entsprechende 
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Punkt,  so  geht  f  natürlich  auch  durch  F^.  Alle  Kreise 
durch  P  und  P'  entsprechen  sich  nach  dem  frühem  (34.) 
selbst  und  schneiden  den  Inversionskreis  orthogonal.  Unter 
den  Kreisen  dieses  Büschels  wird  sich  auch  einer  befinden, 
der  f  in.  0  berührt.  Dieser  muß  dann  auch  in  P'  die 
Kurve  /  berühren.  Denn  da  der  Kreis  und  die  Kurve  in 
sich  selbst  übergehen,  so  wird  auch  dem  zu  P  benachbarten 
Punkt  des  Kreises  der  an  P'  unendlich  benachbarte  Punkt 
des  gleichen  Kj-eises  zugewiesen  sein.  Der  Kreis  berührt 
mithin  die  Kurve  f  doppelt.  Beschreibt  P  die  Kurve  /",  so 
erhält  man  ein  einfach  unendliches  System  solcher  Kreise 
und  je  zwei  benachbarte  derselben  schneiden  sich  in  zwei 
Punkten  der  Kurve  f.  Die  letztere  entsteht  deshalb  als 
Enveloppe  dieser  Kreise.  Die  Mittelpunkte  derselben  werden 
eine  gewisse  Kurve  erfüllen,  welche  de  la  Gournerie  (3) 
den  Deferenten*)  nannte.  Umgekehrt  kann  man  den  Mittel- 
punkt eines  Kreises,  der  überdies  den  Inversionskreis  stets 
orthogonal  schneidet,  auf  einer  beliebigen  Kurve  sich  be- 
wegen lassen;  die  Enveloppe  aller  dieser  Kreise  ist  dann 
eine  anallagmatische  Kurve. 

Ist  im  einfachsten  Falle  der  Deferent  eine  Gerade  ^, 
80  bilden  alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  g  liegen  und 
den  Kreis  E^  orthogonal  schneiden,  ein  Kreisbüschel.  Dessen 
Grundpunkte  sind  reell  G^ ,  G^  (Fig.  30),  wenn  g  den 
Kreis  Kq  nicht  in  reellen  Punkten  trifft,  und  sie  sind  dann 
gleichzeitig  die  Grenzpunkte  des  durch  Kq  und  g  be- 
stimmten  Kreisbüschels.  Setzen  wir  jetzt  aber  voraus,  g  sei 
eine  Tangente  des  Deferenten  und  G  ihr  Berührungspunkt 
mit  demselben,  so  werden  zu  den  beiden  in  G  vereinigten 
Punkten  des  Deferenten  Kreise  gehören,  die  sich  ebenfalls 
in  G^  und  (rg  schneiden,  da  ja  alle  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  g  liegen,  diese  Eigenschaft  besitzen:  also  sind 
G^  und  Gg  ^^  Berührungspunkte  des  zu  G  gehörigen  Kreises 


*)  Die  Bezeichnung  ist  der  griechischen  Astronomie  entlehnt. 
Ein  Planet,  dessen  ungleichförmige  Bewegung  um  einen  Punkt 
durch  eine  Kombination  gleichförmiger  Kreisbewegungen  dar- 
gestellt werden  sollte,  wurde  an  einen  Hilfskreis,  den  sog.  „Epi- 
zykel",  versetzt,  in  welchem  er  sich  gleichförmig  zu  bewegen 
hatte,  während  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  Epizykels  sich  in 
einem  zweiten  Kreise,  dem  „Deferenten"  oder  „deferierenden 
Kreise"  gleichförmig  um  jenen  Punkt  bewegte. 
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Fig.  30. 

mit  der  erzeugten  anallagmatischen  Kurve,  und  wir  haben 
damit  die  Möglichkeit,  Punkte  dieser  Kurve  zu  konstruieren, 
auf  Grund  des  Satzes: 

Der  um  einen  Punkt  G  des  Deferenten  als  Mittel- 
punkt beschriebene,  erzeugende  Kreis  einer  anallag- 
matischen Kurve  f  berührt  diese  Kurve  in  zwei 
Punkten  G^  und  (rg ,  welche  auf  der  durch  den 
Inversionsmittelpunkt  zur  Tangente  g  des  Deferenten 
in  G  gezogenen  Senkrechten  symmetrisch  gelegen  sind. 

Orthogonale  Kreise. 
39.  Die  oo2- Kreise  einer  Ebene,  welche  einen  reellen 
oder  imaginären  Kreis  orthogonal  schneiden,  bilden  ein  „Kreis- 
netz^':  da  eine  anallagmatische  Kurve  aus  diesem  Systeme 
von  Kreisen  ein  einfach  unendliches  ausscheidet,  so  muß 
noch  kurz  die  Darstellung  eines  Kreisnetzes  zur  Sprache 
kommen.     Ist  ein  Kreis  Kq  gegeben  in  der  Form 

(1)  '^  =  x^-\-y^-2aoX-2hoy+Po  =  0, 

so  bedeuten  üq  ,  hg  die  Koordinaten  des  immer  reellen  Mittel- 
punktes, Pq  ist  die  Potenz  des  Koordinaten  anfangs  und 

rl  =  al  +  hl-  Pq 
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gibt  den  reellen  oder  rein  imaginären  Kadius,  so  daß  der 
Kreis  entweder  reell  oder  imaginär  ist.  Die  drei  Größen 
ö^o  >  ^0  >  Po  können  wir  als  die  einen  Kreis  bestimmenden 
Koordinaten  betrachten.     Ein  zweiter  Kreis  Kj^  oder 

(2)  K^  =  x^  -\-  y^  —  2 a^  X  —  2hiy  +  jp^  =  0 
schneidet  den  ersten  unter  einem  Winkel  6,  für  den 

(3)  cos^=^^^^^+^^^^^-(^^+^^\ 

welcher  Ausdruck  sich  ohne  weiteres  ergibt,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, daß  die  Tangenten  in  einem  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise  den  gleichen  Winkel  einschließen  wie  die  vom 
Schnittpunkte  nach  den  bezüglichen  Mittelpunkten  gehenden 
Radien.  Die  Betrachtung  gilt  unabhängig  davon,  ob  die 
Schnittpunkte  der  Kreise  reell  sind  oder  nicht.  Demnach 
schneiden  sich  die  beiden  Kreise  Kq  und  K^  orthogonal,  wenn 

(4)  2ao«i  +  2&0&1  -  to  +Pi)  =0  . 

Ist  der  erste  Kreis  «o ,  6o  ?  Po  ^ ß^t,  so  besteht  zwischen  den 
Koordinaten  %  ,  &i ,  Pi  eines  jeden  zu  Kq  orthogonalen  Kreises 
dieser  Zusammenhang,  wodurch  das  Kreisnetz  bestimmt  ist. 
Wir  wollen  dies  benutzen,  um  den  Kreis  eines  Netzes 
zu  bestimmen,  der  einen  gegebenen  Punkt  a^ ,  h^^  zum  Mittel- 
punkt hat.  Entnehmen  wir  den  Wert  von  p^  aus  (4),  so 
wird  die  Gleichung  dieses  Kreises 

{X  -  a,r  +  (2/  -  h,Y  -  <K  -  a,y  +  (ho  -\)'-rl}=0. 

Ist  also  erstens  Kq  ein  reeller  Kreis,  mithin 

rl  =  al-\-hl—po>0 , 

so  ist  der  Radius  r^  des  zu  a^ ,  h^  gehörigen  Kreises  des 
Netzes 

rl  =  (ao-a,y-\-(h,-\Y-rl 

und  dies  ist  die  Potenz  des  Punktes  %,  h^  in  bezug  auf 
den  Kreis  Kq  .  Liegt  der  Punkt  a^ ,  \  außerhalb  Kq  ,  so 
ist  die  Potenz  positiv,  rf  und  damit  auch  der  Kreis  K^  reell, 
was  ja  auch  geometrisch  einleuchtet.  Liegt  dagegen  der 
Mittelpunkt  {a^ ,  b^)  innerhalb  des  Kreises  Kq  ,  so  ist  diese 
Potenz  negativ,  r^  wird  rein  imaginär  und  damit  auch  der 
zugehörige  Kreis  des  Netzes. 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  IL  6 
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Ist  aber  zweitens  E^   ein  imaginärer  Kreis,  folglich 

^0  =  «0  +  ^0  —  i?>0  <  0  , 


so  sei 
so  daß 


Bl=Po-{al-^ll), 


ri  =  K  -  %)'  +  (^0  -  hf  +  Bl  . 

In  diesem  Falle  ist  mithin  der  zum  Punkte  a^,  \  gehörige 
Kreis  des  Netzes  stets  reell  und  schneidet  den  Kreis  mit 
dem  Radius  Mq  in  einem  Durchmesser.     (Vgl.  36.) 

Sind  drei  Kreise  K^,  K^,  K^  gegeben  durch  ihre  Koordi- 
naten % ,  &i , i?i ,  Cb2f\y  '^21  %f  hy  Ps  "^d  soll  ein  Kreis  Kq 
diese  drei  orthogonal  schneiden,  so  müssen  dessen  Koordi- 
naten «0 ,  &o ,  ^0  den  drei  entsprechenden  Gleichungen  (4) 
genügen.  Sie  sind  dadurch  eindeutig  bestimmt.  Es  gibt 
also  immer  einen  reellen  oder  imaginären  Kreis,  der  drei 
beliebig  gegebene  Kreise  orthogonal  schneidet. 

Sollen  vier  Kreise  Ki  zum  gleichen  Kreise  Kq  ortho- 
gonal sein,  so  folgt  aus  den  vier  entsprechenden  Gleichun- 
gen (4)  als  Bedingung  sofort 

«1     h    Pi     1 

«2       h      2^2       1 
«4       \       P4.        1 


(5) 


=  0. 


Abbildung  der  Kreise  einer  Ebene  auf  die  Punkte 
des  Raumes.     Kreisgeometrie. 

40.  Sind  vier  beliebige  Kreise  Ki  =  0  in  einer  Ebene 
gegeben,  so  läßt  sich  die  Gleichung  eines  jeden  weiteren 
Kreises  dieser  Ebene  linear  aus  diesen  vier  Gleichungen  zu- 
sammensetzen, also  auf  die  Form  bringen: 

(6)  iCi  Zi  +  x^  Zg  +  ^3  ^3  +  iC^  Z4  =  0  . 

Der  Beweis  dafür  ist  sofort  zu  erbringen,  wenn  man  diese 
Gleichung  mit  der  des  gegebenen  weiteren  Kreises  vergleicht. 
Man  erhält  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Xi  drei 
lineare  homogene  Gleichungen.  Die  Gleichung  (6)  nimmt 
folgende  Form  an: 

(x^-{-y^)i:Xi—2{x'i:aiXi-\-y'2:hiXi}-^i:piXi=0.  (^=l,2,3,4) 
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Der  Mittelpunkt  des  Kreises  hat  also  die  Koordinaten 


und  sein  Eadius  wird 

{2x,)^ 

Bezeichnen  wir  den  Zähler  dieses  Ausdrucks  mit  Bxx,  so 
stellt  derselbe  eine  quadratische  Form  der  Xt  vor  und  man 
erhält  als  Koeffizient  des  Gliedes  XiXjc  den  Ausdruck 

(1\  I   ' »«  —  ^*»  =  2  {ai ük  +  hi  bk)  —  {Pi  +  Pk) 


{'" 


n-\-rl-{ai-akY-\-(h-hy), 
so  daß 
(8)  Rxx  =  2r1x1-\-  Ura  Xi  Xj, . 

Betrachten  wir  jetzt  die  Xi  als  homogene  Koordinaten  eines 
Punktes  im  Räume,  so  entspricht  jedem  Kreise  der  Ebene 
ein  Punkt  des  dreidimensionalen  Raumes  jRg  und,  da  zu  jedem 
System  der  Xi  andererseits  nur  ein  Kreis  gehört,  auch  jedem 
Punkte  des  R^  ein  Kreis. 

Führen  wir  also  in  der  Ebene  eine  geometrische  Be- 
trachtung durch,  bei  welcher  als  Element  der  Kreis  ein- 
geführt wird  (Kreisgeometrie),  so  ist  diese  Geometrie  auf  die 
Punktgeometrie  des  It^  zurückgeführt. 

Wollen  wir  in  der  Ebene  Punkte  betrachten,  so  müssen 
wir  sie  als  Kreise  vom  Radius  0 ,  also  als  Punktkreise  ein- 
führen. Nach  der  Gleichung  (8)  erfüllen  dann  aber  die 
Bilder  aller  dieser  Punktkreise  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
im  B^ .  Jeder  Punkttransformation  der  Ebene  entspricht  im 
Räume  eine  Transformation  dieser  Fläche  R^x  in  sich.  Man 
zeigt  leicht,  daß  die  Transformation  durch  reziproke  Radien 
einer  linearen  (projektiven)  Transformation  der  Rxx  in  sich 
(vgl.  G.  T.  I.  183  ff.)  entspricht.  Wir  gehen  auf  diesen  Be- 
weis nicht  ein,  da  wir  diesen  Satz  später  (126.)  allgemeiner 
beweisen.  Wir  erwähnen  ihn  hier  nur  aus  dem  Grunde, 
um  auf  die  späteren  Betrachtungen  über  Kugelgeometrie  vor- 
zubereiten. 

Ohne  auf  Einzelheiten  einzugehen,  fügen  wir  nur  die 
Bemerkung  bei,  daß  sich  die  Abbildung  der  Kreise  einer 
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Ebene  auf  die  Punkte  des  Raumes  in  sehr  verschiedener  Art 
durchführen  läßt.  Man  kann  z.  B.  jedem  Punkte  X,  Yy  Z  des 
Raumes  den  Kreis  zuordnen,  dessen  Mittelpunkt  die  Pro- 
jektion des  Raumpunktes  auf  die  XF-Ebene  ist  und  dessen 
Radius  gleich  dem  Abstand  Z  des  Punktes  von  der  XY- 
Ebene,  wobei  noch  der  positiven  ^- Achse  ein  bestimmter 
Drehungssinn  der  Ebene  zuzuweisen  ist.  Es  sind  also  dann 
die  Koordinaten  x,  y  und  der  Radius  r  des  Kreises  ge- 
geben durch 

X  =  Xf     y  =  Yj     r  =  Z . 

Dies  hat  Fiedler  in  seiner  ,,Cyklographie'^  (Leipzig  1882) 
durchgeführt. 

Ordnen  wir  dagegen  dem  Raumpunkte  X,  Y y  Z  den 
Ej-eis  mit  imaginärem  Radius  iZ  zu,  so  daß  also 

x  =  X,    y  =  Y,     r  =  iZ, 

so  erhält  man  eine  andere  Abbildung,  die  zu  sehr  eleganten, 
von  Lie  aufgestellten  Sätzen  führt  und  die  konformen  Punkt- 
transformationen des  Raumes  als  solche  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  erkennen  läßt,  welche  jeden  Kreis  in 
einen  Kreis  überführen.  Sophus  Lie:  Geometrie  der  Be- 
rührungstransformationen.  1.  Band.   Leipzig.  1896.  Kap.  10. 

Das  Kreisnetz. 

41.  Bilden  wir  aus  den  Gleichungen  dreier  Kreise 
Ki  =  0  das  Netz 

wo  die  Jci  beliebige  Zahlenwerte  sein  können,  so  stellt  auch 
diese  Gleichung  wieder  einen  Kreis  dar.  Bezeichnen  wir 
seine  Koordinaten  mit  a^,  64,  jp^,  so  ergibt  sich  leicht,  daß 
die  Bedingung  (5)  für  alle  Werte  h  erfüllt  wird.  Ist  also  Kq 
der  Orthogonalkreis  der  Kreise  K^,  K^,  K^ ,  so  schneidet 
dieser  Kreis  Kq  auch  jeden  Kreis  Z4  orthogonal,  was  für 
Werte  \,  h^y  h^  auch  annehmen  mögen. 

Das  als  lineare  Verbindung  dreier  Kreisgleichungen  ab- 
geleitete Kreisnetz  hat  mithin  die  geometrische  Eigenschaft, 
daß  seine  sämtlichen  Individuen  einem  reellen  oder  imaginären 
Kreise  orthogonal  begegnen. 
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Aber  auch  die  Koeffizienten  \  jTc^,  \  lassen  sich  geo- 
metrisch anschaulich  deuten.  [Casey  (2)].  Multiplizieren 
wir  in  der  Determinante  (5)  die  erste  Kolonne  mit  —2x, 
die  zweite  mit  —  2 «/ ,  die  vierte  mit  x^  +  2/^  ^^^  addieren 
sie  zur  dritten  Kolonne,  wobei  x,  y  die  Koordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Ebene  sein  mögen,  so  stehen  in  dieser 
dritten  Kolonne  die  Potenzen  dieses  Punktes  in  bezug  auf 
die  vier  Kreise.  Bezeichnen  wir  diese  Potenzen  mit  K^,  K^, 
K.^,  K^,  die  Mittelpunkte  der  Kreise  aber  mit  M-^ ,  Jtfg  > 
M^ ,  M2,  und  entwickeln  nach  den  Elementen  der  dritten 
Kolonne,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung  der  bekannten 
Formel  für  den  Flächeninhalt  des  von  drei  Punkten  ge- 
bildeten Dreieckes: 

AM^  Ms  M^'K^--  Aüfi  Ms  M^'K^  +  AM^  M^M^-K^ 
-  Aiifi  M^Ms'R^  =  0. 

Lassen  wir  den  beliebigen  Punkt  x,  y  auf  den  Kreis  K^  fallen, 
so  wird  K^  =  0  und  es  gilt  für  diese  Punkte  die  Beziehung: 

AM^M^M^  '  K^-AM^M^M^  -  K^-\-AM^M,M^  .  iTg  =  0. 

Wählen  wir  jetzt  M^,  M^,  M^  als  Ecken  eines  Koordinaten- 
dreiecks und  definieren  k^y  h^y  ^3  ^^  bezug  auf  dieses  als 
Flächenkoordinaten  (G.  T.  I.  23.),  so  daß  also 

'  q\=  AM2  Ms  -M4 

(9)  qJc^=AMsM^M^ 

,  gks  =  AM^M^Mi  , 

wo  die  Vorzeichen  dieser  Koordinaten  durch  den  Sinn  der 
Flächeninhalte  bestimmt  werden,  so  wird  die  Gleichung  des 
Kreises  A4 

k,K,+k,K,-i-k^Ks==0 

und  für  die  Koeffizienten  k^ ,  ^2  >  ^3  ist  damit  eine  geometrische 
Bedeutung  gewonnen.    Wir  fassen  dies  wie  folgt  zusammen: 
Sind  _  _ 

Zi  =  0,     ^2  =  0,     Ks-0 
drei  Kreise,  so  schneidet  jeder  Kreis  des  Netzes 
k,  TT,  +  k,  K,  +  ksKs  =  0 
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den  Kreis  K^ ,  welcher  zu  diesen  drei  Kreisen  orthogonal 
verläuft,  ebenfalls  orthogonal  und  die  Zahlenwerte  \,  \,  Jcg 
können  als  die  homogenen  Flächenkoordinaten  gedeutet 
werden,  welche  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  in  bezug 
auf  das  Dreieck  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kreise  besitzt. 

Anallagmatische  Erzeugung  der  bizirkularen 
Kurven  vierter  Ordnung. 

42.  Um  nun  ein  einfaches  Beispiel  für  die  anallagmatische 
Erzeugung  einer  Kurve  zu  geben,  müssen  wir  als  Deferenten 
einen  Kegelschnitt  nehmen.  Denn  eine  Gerade  g  als  Deferent 
Keferte  noch  keine  eigentliche  Enveloppe,  sondern  ein  Punkt- 
paar (38.).  Die  Zahlen  Jc^ ,  Ä^g ,  h^  haben  also  dann  einer 
quadratischen  Gleichung  zu  genügen 

%i  M  +  CI22  ^2  +  %3  ^3  +  2  %2  ^1  ^2  +  •  •  •  =  0 . 

Auf  diesem  Kegelschnitt  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  des 
erzeugenden  Kreises.     Schreiben  wir 

c. f^  f^ 

Kg  k^ 

so  wird  derselbe 

(10)  ^^1^1  +  ^^2+^3  =  0, 
während  |  und  r]  der  Gleichung  genügen 

(11)  9?  =  %i|2_|_«^^^2  +  2a^2l^+  ...  =0. 

Die  Aufgabe  ist  also,  die  Enveloppe  des  Kreises  (10)  zu 
bestimmen,  wenn  zwischen  den  Parametern  |  und  ?y  die 
Gleichung  (11)  besteht.     Bilden  wir 


und 


so  ergibt  sich 


dK        dK  dr) 


^   '  e^  dt]      drj   ^1  ~ 
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und  die  Enveloppe  erhalten  wir  durch  die  Elimination  von 
von  ^  und  rj  aus  den  drei  Gleichungen  (10),  (11),  (12). 

Statt  dessen  wendet  man  vorteilhaft  die  Methode  der 
sogenannten  unbestimmten  Multiplikatoren  an,  d.  h.  man 
bildet  die  Funktion 

und  von  ihr  die  Ableitungen  nach  ^  und  rj: 


(13)  |f  +  ^^  =  0, 


St]  dr] 


Die  Elimination  von  X  aus  diesen  beiden  Gleichungen  führt 
wieder  zu  der  Gleichung  (12).  Wir  können  also  auch  aus 
den  drei  Gleichungen  (11),  (13)  und  aus 

die  Größen  X,  ^,  ri  eliminieren. 

Im  vorliegenden  Falle  bilden  wir 

(14)    (p^2kK=(p-^2l^K^-\-2XriK^^2XK^  =  0 

l_d{(p-\-2XK) 
2 


(15) 


(16) 


ei 

1  e((p-\-2XK) 


=  «11  ^  +  «12  r]  +  a^3+^^i=0 


«21  ^  +  «22  ^  +  «23  +  ^  ^2  =  0 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  leiten  wir  durch  Multiplikation 
mit  I,  bzw.  f]  die  neue  ab: 

«11  ^^  +  «22  ^^  +  2  «12  ^  ^  +  «13  ^  +  «23  ^  +  ^  ^  -^1  +  »?  ^  -^2  =  0  , 

welche  sich  unter  Benutzung  von  (11)  und  (10)  auf 

(17)  «gi^  +  aga??  +«33  +^^3  =0 

reduziert.  Nehmen  wir  zu  den  Gleichungen  (15),  (16),  (17) 
noch  (10)  hinzu,  so  ergibt  sich  das  Eliminationsresultat  von 
i ,  T] ,  X  sofort  in  der  Form: 


=  0 


«11 

«12 

«13 

^1 

«21 

«22 

«28 

^2 

«81 

«82 

«33 

^3 

^1 

^ 

Ks 

0 
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Ist  octjc  die  Unterdetenninante,  welche  in  der  Determinante 
der  aijc  zum  Elemente  a^  gehört,  so  können  wir  diese  Determi- 
nante auch  wie  folgt,  entwickeln: 

Als  Enveloppe  unserer  Kreisschar  erhalten  wir  demnach 
eine  Kurve  vierter  Ordnung.  Man  erkennt  weiter  leicht, 
daß  sie  die  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  hat.  Denn  führt 
man  die  Ausdrücke  für  die  Ki  nach  (2)  in  die  obige  Gleichung 
ein,  so  erhält  man  folgende  Form 

wo  a  eine  Konstante,  L^  ein  linearer,  Zg  ^^^  quadratischer 
Ausdruck  va.x,y ,  Homogen  geschrieben  erhalten  wir  demnach 

Nach  bekannten  Sätzen  der  Kurventheorie  folgt  aber  dar- 
aus, daß 

d.  h.  die  Kreispunkte  Doppelpunkte  der  Kurve  sind. 

Jeder  Kreis  berührt  die  Enveloppe  doppelt;  die  Schnitt- 
punkte des  Deferenten  cp  mit  dem  Inversionskreis  liefern 
dann  aber  derartige  Kreise  vom  Radius  Null,  also  folgt, 
daß  diese  Schnittpunkte  Brennpunkte  der  bizirkularen  Kurve 
vierter  Ordnung  sind. 

Die  bizirkulare  Kurve  dritter  Ordnung. 

43.  Wenn  der  Deferent  eine  Parabel  wird,  so  erniedrigt 
sich  die  Ordnung  der  entstehenden  anallagmati sehen  Kurve. 
Schreiben  wir  cp  in  der  Form 

(20)  y^  +  y^  +  y^  =  o , 

so  ist  bekannt,  daß  dieser  Kegelschnitt  die  drei  Seiten  des 
F-Dreiecks  berührt.  Denn  rationell  gemacht  lautet  diese 
Gleichung 

a\'k\-\-a\h\-\-allc\  —  2a^a2\'k2  —  2ai%Ä;2^3  —  2«2%^2^3  =ö 

und  für  die  Schnittpunkte  mit  einer  Seite  des  F.-Dreiecks, 
z.  B.  für  Ä^i  =  0 ,  erhält  man  daraus  zwei  zusammenfallende 
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Werte.    In  Linienkoordinaten  ^^ ,  ^2 .  I3  wird  dann  aber  die 
Gleichung  des  Kegelschnittes  (20) 


0, 


al 

-(h^t 

-%«3 

ii 

-a^a^ 

a\ 

—«2  «3 

s. 

— «1% 

-a^as 

al 

s. 

fi 

S2 

Is 

0 

oder  entwic 

kelt 

(21) 


«3  ^1  ^2  +  «2  ^1  ^3  +  %  ^2  ^3  =  0  . 


Ersetzen  wir  hier  ^^ ,  1^2  >  &  bzw.  durch  K^,  K^,  K^^  so 
erhalten  wir  entsprechend  der  soeben  gegebenen  Ableitung 
die  zugehörige  anallagmatische  Kurve.     Diese  wird  also: 


(22) 


«3  K^  K^  +  «2  -Kl  Z3  +  %  Z2  £"3  =  0  . 


Stellen  wir  jetzt  die  Bedingung  auf,  daß  der  Deferent 
eine  Parabel  wird.  Dann  muß  99  die  unendlich  ferne  Gerade 
berühren.     Deren  Gleichung  ist  aber  (G.  T.  I.  23.) 

d.  h.  ihre  Koordinaten  1,-  verhalten  sich  wie  1:1:1.  Soll 
für  diese  Werte  die  Gleichung  (21)  erfüllt  werden,  so  muß 
also  sein 

(23)  a,  +  «2  +  «3  =  0  . 

Dies  ist  aber  in  (22)  der  Koeffizient  von  (ic^  -\- y'^y  ^  so  daß 
diese  Gleichung  die  Form  annimmt 

{x^  +  2/2)  •  A  +  i^2  ==  0  , 

d.  h.  man  erhält  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
durch  die  Kreispunkte  einfach  hindurchgeht. 

Haben  die  Kreise  K^,  K2,  -Kg  einen  reellen  Punkt  P 
gemeinsam,  so  folgt  schon  aus  der  Form  der  Gleichung  (19), 
daß  er  ein  Doppelpunkt  für  die  anallagmatische  Kurve  ist. 
Diese  wird  also  rational.  Alle  Kreise  des  Netzes  gehen 
durch  den  Punkt  P  hindurch,  auf  den  sich  der  Orthogonal- 
kreis K^  reduziert.  Die  frühere  Konstruktion  (38.)  liefert 
sofort  die  Eigenschaft,  daß  die  Punkte  Q  der  anallagmatischen 
Kurve  sich  ergeben,  wenn  man  die  von  P  auf  die  Tangenten 
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des  Deferenten  gefällten  Senkrechten  PS  um  die  eigene  Länge 
verlängert,  so  daß  also  PS  =  SQ.  Dann  ist  aber  der  Ort 
der  Punkte  Q  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  zum  Orte  der 
Punkte  Sf  d.  h.  zur  Fußpunktkurve  des  Punktes  P  in  bezug 
auf  den  Deferenten.  Es  sind  also  die  anallagmatischen  Kurven 
in  diesem  Falle  wesentlich  Fußpunktkurven  für  einen  Kegel- 
schnitt. 

Weitere  Eigenschaften  der  anallagmatischen  Kurven 
findet  man  bei  Loria:  ;,Spezielle  algebraische  und  tran- 
szendente ebene  Kurven",  deutsche  Ausg.  von  Schütte, 
Leipzig  1902,  S.  358  ff.  erörtert. 


§  12.   Apparate  zur  mechanisclien  Herstellung 
einer  Inrersion. 

Der  Peaucelliersche  Inversor. 

44.  Der  älteste  Apparat,  welcher  mechanisch  die  Be- 
ziehung der  Inversion  herstellt,  ist  der  vonPeaucellier  (4,  5). 
Vier  Stäbe  von  der  Länge  h  sind  durch  Gelenke  zu  einem  Rhom- 
bus PQF'Q'  verbunden  (Fig.  31a  und  31b),  außerdem  ist  in 


Fig.  31a. 


den  Ecken  Q  und  Q' noch  ein  aus  den  zwei  gleich  langen  Stäben 
OQ  =  OQ'  =  a  bestehendes  Knie  angeschlossen  in  der  Art, 
daß  also  0,  P,  P'  auf  einer  Geraden  liegen.  Dabei  kann 
0  auf  der  Verlängerung  von  PP'  angenommen  werden  (Fig.  31  a) 
oder  auch  auf  PP'  selbst  (Fig.  31b),  je  nachdem  a^h. 
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Zeichnen  wir  um  Q  als  Mittelpunkt  mit  h  als  Radius 
einen  Kreis  und  bringen  OQ  mit  ihm  in  B  und  S  zum 
Schnitt,  so  ist  beide  Male 

OP .  OP'  =  OR'OS 

und  daraus  folgt  für  die  Fig.  31a 

(1)  OP  .  OP'  =  «2  _  2,2  ^ 


dagegen  für  die  Fig.  31b 

(2)  OP '  OP'  =  62  _  ^2 . 

Halten  wir  0  fest,  während  wir  den  Punkt  P  innerhalb  der  durch 
den  Mechanismus  vorgeschriebenen  Grenzen  auf  einer  Kurve 
führen,  so  beschreibt  zufolge  dieser  Beziehung  P'  die  inverse 
Kurve;  im  ersten  Falle  erhalten  wir  eine  Inversion  mit  posi- 
tiver, im  zweiten  eine  mit  negativer  Potenz.     Doch  können 
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wir  ebensogut  im  ersten  Falle  P  festhalten  und  die  von  0 
und  P'  durchlaufenen  Figuren  benutzen. 

Erreicht  man  z.  B.  durch  Anbringung  eines  weiteren 
Stabes,  daß  P  einen  durch  0  gehenden  Kreis  beschreibt 
(Fig.  31a),  so  wird  dadurch  P'  auf  einer  Geraden  geführt. 
Der  Apparat  verwandelt  also  diese  kreisförmige  Bewegung 
in  eine  geradlinige,  er  gibt  eine  mathematisch  richtige  Ge- 
radführung, während  die  berühmte  von  James  Watt  (1784) 
bei  seiner  Dampfmaschine  angewandte  nur  eine  angenäherte  ist. 

Führt  man  den  Punkt  P  auf  einem  Kreise,  der  nahe 
an  0  vorbeigeht,  so  beschreibt  F"  einen  Kreis  von  großem 
Radius. 

Durch  passende  Verbindung  zweier  solcher  Mechanismen 
hat  Peaucellier  auch  für  die  Kegelschnitte,  die  Pascal  sehe 
Schnecke^  die  Konchoide  und  Kissoide  mechanische  Erzeugungs- 
weisen gefunden. 

Der  Hartsche  Inversor. 

45.  Ist  AB  CD  ein  gleichschenkliges  Trapez  (Fig.  32) 
also  ÄB==CD  =  a,  ÄC  =  BD  =  h  und  AD^BC,  so 
hat   das   überschlagene   Viereck  AB  CD,   das    aus   in   den 


Fig.  32. 


Ecken  durch  Gelenke  verbundenen  Stäben  zusammengesetzt 
ist  und  als  gelenkiges  Antiparallelogramm  bezeichnet  wird, 
folgende  bekannte  Eigenschaft: 

Das  Produkt  der  Diagonalen  eines  Antiparallelo- 
gramms  ist  konstant  =  der  Differenz  der  Quadrate 
der  Seiten. 
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Denn  ziehen  wir  durch  C  eine  Parallele  zu  AB,  welche 
der  Seite  AD  in  E  begegnet,  so  ergibt  sich  wiederum  mit 
Rücksicht  auf  den  Kreis,  der  C  zum  Mittelpunkte  hat  und 
durch  E  und  JD  geht 

(1)  AD  '  BC  ==  AB  '  AE  =1^  -  a'' . 

Ziehen  wir  jetzt  in  irgend  einer  Stellung  zu  den  parallelen 
Diagonalen  eine  Parallele,  welche  die  Seiten  in  0,  P,  P',  Q 
trifft,  so  liegen  wegen  der  Proportionalität  der  Seitenabschnitte 
diese  vier  Punkte  bei  jeder  Stellung  des  Mechanismus  in 
einer  Parallelen  zu  den  Diagonalen  und  es  ist 

qp^^AO^         or  _  BO 

Bö"  AB'  AB~  AB' 

also 

AO-BO^AB^BG 
AB' 

oder  nach  (1) 

(3)  OB'  0P'=^       ^^AO'BO. 

Es  kann  also  auch  dieser  von  Hart  (7)  erfundene  Apparat 
dazu  dienen,  eine  Inversion  zu  beschreiben;  fixiert  man  den 
Punkt  0,  so  beschreiben  P  und  P'  entsprechende  Kurven 
einer  Inversion  mit  positiver  Potenz.  Hält  man  dagegen  P 
fest,  so  Kefern  0  und  P'  stets  Punkte,  die  sich  in  einer 
Inversion  mit  negativer  Potenz  entsprechen. 

Der  Inversor  von  Sylvester  und  Kempe. 

46,  Diese  Betrachtungen  lassen  sich  nun  noch  sehr  ver- 
allgemeinern. Konstruieren  wir  über  den  Seiten  eines  ge- 
lenkigen Antiparallelogramms  ähnliche  Dreiecke  ABO^  DBB, 
DCQ,  AGP'  in  der  durch  Fig.  33  veranschaulichten  Weise 
und  fassen  die  Ähnlichkeitstransformation  ins  Auge,  welche 
in  einer  Drehung  um  den  Winkel  a  um  den  Punkt  A  besteht 
und  AO  in  BO  verwandelt.  Dann  führt  dieselbe  OB'  in 
BG  über,  so  daß  also  OB'  gegen  BG  \xm  den  Winkel  (k 
gedreht  ist.  Für  B  als  Drehungspunkt  einer  zweiten  Ähn- 
lichkeitstransformation folgt  ebenso,  daß  BQ  gegen  BG  den 
Winkel  a  bildet,  also  ist 

OB'  4=  BQ  . 
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In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich 

Unter  Berücksichtigung  des  Sinnes  der  Drehungen  (X  und  ß 
erkennt  man  femer,  daß  OP  und  OP^  den  Winkel  oc-\-  ß  ein- 
schließen. 

Weiter  ist  aber 


und 


ABDPc^AÄBO 
BD:BP=ÄJB:BO, 


A 

folglich  auch 
und 
oder 


Fig.  33. 

ABOPc^ABAD 
PO:BO  =  ÄD:ÄB 
^^^AB-BO 


AB 


Ganz  in  ähnlicher  Weise  finden  wir 
BC'AO 


mithin 


ro 


po»ro  = 


"      AB      ' 
AD'BC'AO'BO 


AB^ 


oder  mit  Rücksicht  auf  (1) 
(3) 


&2  _  «2 

PO,rO=        ^      'AO'BO, 
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Damit  ist  aber  der  elegante  Satz  bewiesen: 

Die  vier  Ecken  OPQP^  der  angefügten  Dreiecke 
bilden  in  jeder  Lage  ein  Parallelogramm  von  kon- 
stantem Flächeninhalte. 

Fixieren  wir  wieder  den  Punkt  0,  so  beschreiben 
demnach  P  und  P'  inverse  Figuren,  von  denen  die  eine 
gegen  die  andere  um  den  Winkel  oc  -\-  ß  um  das  Inversions- 
zentrum 0  gedreht  ist.  Dies  ist  der  Inversor  von  Sylvester  (6) 
und  Kempe  (8). 

Wie  sich  der  Hart  sehe  Inversor  als  spezieller  Fall  aus 
diesem  Mechanismus  ableiten  läßt,  wird  leicht  zu  übersehen 
sein.  Für  weitere  Studien  vergleiche  man  Burmester: 
Lehrbuch  der  Kinematik,  Leipzig  1886,  S.  564  ff. 

Die  Inversoren  von  Peaucellier,  Hart  und  Sylvester- 
Kempe  sind  in  einfacher  Ausführung  von  Martin  Schilling 
in  Halle  a.  S.  zu  beziehen. 
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ni.  Kapitel. 

Die  Kreisverwandtschaff. 

§  13.  Zerlegung  einer  Kreis  Verwandtschaft  in  einfachere 
Transformationen, 

DarstelluDg  einer  Punktverwandtschaft 
durch  komplexe  Variabein. 

47,  Indem  wir  die  unendlich  fernen,  imaginären 
Kreispunkte  als  F.-Punkte  wählten,  erhielten  wir  die  neue 
quadratische  Verwandtschaft  der  Inversion;  außerdem 
ergab  sich  noch  eine  weitere  Transformation,  die  aus  der 
Inversion  durch  Hinzufügung  einer  Spiegelung  abzuleiten 
war.  Diese  wurde  durch  die  Gleichungen  (10)  oder  auch 
(11)  dargestellt  (S.  60).  Die  Form  der  letzteren  läßt  es 
naheliegend  erscheinen,  statt  der  Variabein  Xj  y  und  x',  y' 
deren  Verbindungen 

z  =  X  '\-iy  ,  0^=  x'-\-  iy^ 
einzuführen.     Es  wird  dann 

1  _  X  —  iy  1   _  x^—iy' 

J~x^  +  y^'  7~  x'^  +  y'2  » 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  {x^-}-y^){x^^-\-y^^)=k^ 
lassen  sich  die  zwei  Gleichungen  (11)  durch  die  eine 
ersetzen: 

(1)  ^'=A. 

Bei  der  Transformation  (14)  dagegen  ist  eine  solche  Dar- 
stellung durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  neuen 
Variabein  0  und  0^  nicht  möglich.  Damit  gewinnen  wir 
einen  neuen  Gesichtspunkt,  indem  wir  jetzt  ganz  allgemein 
diejenigen  Transformationen  ins  Auge  fassen  wollen,  welche 
sich  in  dieser  Weise  durch  eine  Gleichung  zwischen  den 
komplexen  Variabein  0  und  0^  darstellen  lassen. 

Haben  wir  in  zwei  Ebenen  e  und  g'  je  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  angenommen,  so  können  wir  eine  kom- 
plexe Zahl  von  der  Form  0  =  x  -\-  iy  durch  den  Punkt  mit 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  x ,  y  repräsentieren,  und  um- 
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gekehrt  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  e  dann  eine  be- 
stimmte komplexe  Zahl.  Ebenso  verfahren  wir  in  der  Ebene  e' 
mit  der  komplexen  Variabel  0^  =  x^  -}-  i  y\  Soll  nun  durch 
eine  algebraische  Beziehung  zwischen  z  und  z'  eine  ein-ein- 
deutige  Punktverwandtschaft  der  Ebenen  e  und  s'  hergestellt 
werden,  so  muß  diese  Beziehung  in  bezug  auf  z  und  z'  vom 
ersten  Grade  sein:  Sie  ist  also  eine  bilineare  Gleichung  von 
der  Form: 

(2)  czz'—az  -^ds'—'b  =  0, 

wo  a,h j  Cj  d  konstante  Zahlenwerte  sind.  Aus  ihr  ergeben 
sich  für  z'  und  z  die  Ausdrücke 

(3)  z'  = — T       bzw.       z  = -, . 

'  cz  -{-  d  cz  —  a 

In  dieser  allgemeinen  Transformation,  welche  jedem 
Werte  der  einen  Variabein  einen  und  nur  einen  Wert  der 
andern  Variabein  und  somit  auch  jedem  Punkte  der  Ebene  s 
einen  Punkt  der  Ebene  f'  und  umgekehrt  zuordnet,  ist  die 
durch  (1)  gegebene  Punkt  Verwandtschaft  ersichtlich  als  spe- 
zieller Fall  enthalten,  nämlich  für 

a  =  0,     h  =  Jc ,    c  =  1 ,    d=0  . 

Wir  wollen  nun  die  geometrische  Natur  der  durch  die 
allgemeine  Gleichung  (3)  gegebenen  Beziehung  der  beiden 
Punktfelder  untersuchen  und  die  für  sie  charakteristischen 
Eigenschaften  kennen  lernen. 

Formen  wir  (3)  wie  folgt  um: 

hc  —  ad 

z  =  —  -jr 


c  ^     cz  +  d    ' 
und  setzen  wir  der  Reihe  nach 

(4)  z''=cz  +  d 

hc  —  ad 

(5)  ^    =— p y. 

SO  wird  schließlich 

(6)  ,'  =  ,'"+1, 

V 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL 
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uod  die  durch  die  allgemeine,  linear  gebrochene  Substitution  (3) 
gegebene  Beziehung  der  beiden  Ebenen  läßt  sich  folglich  er- 
setzen durch  die  Reihenfolge  der  Transformationen  (4),  (5) 
und  (6).  Die  letztere  ist  ein  spezieller  Fall  von  (4),  wir 
wenden  uns  also  zunächst  zur  Untersuchung  der  Trans- 
formation (4)  und  der  in  ihr  enthaltenen  besonderen  Fälle. 


Die  kongruenten  Abbildungen  und  die  Ähnlichkeits- 
transformation. 

48.     Betrachten    wir    zunächst    den    einfachsten    Fall, 
d.  h.  die  durch 


(7) 


/=  0  -\-  a 


gegebene  Abbildung,  und  schicken  wir  die  allgemeine  Be- 
merkung voraus,  daß  die  geometrische  Interpretation  dieser 
Transformationen  sich  unmittelbar  daraus  ergibt,  wie  man 
in  der  Funktionentheorie*)  die  einfachsten  arithmetischen 
Rechnungsoperationen  für  komplexe  Zahlen  definiert.  Beide 
Ebenen  e  und  e',  sowie  die  beiden  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensysteme mögen 
der  Einfachheit  halber 
als  zusammenfallend  an- 
genommen werden. 

Die  komplexe  Kon- 
stante 

a  =  oc  -{-  iß 

von  (7)  wird  dann  durch 
einen  Punkt  A  repräsen- 
tiert (Fig.  3  4),^  durch  den 

__^ ^_        Punkt  Z;  den  Punkt  Z', 

— öc^ ^    ^    welcher  den  Wert 

darstellt,  finden  wir  ohne  weiteres,  indem  wir  das  Parallelo- 
gramm AOZZ'  zeichnen  oder  —  was  das  gleiche  bedeutet  — 
den  „Vektor  OA^'  seiner  Länge  und  Richtung  nach  in  Z 
antragen.     Wir   gelangen    also   ganz    von    selbst    dazu,    die 

*)  Man  vgl.  etwa:  Burkhardt:  Einführung  in  die  Theorie 
der  analytischen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 
2.  Aufl.    Leipzig  1903. 
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komplexen  Zahlen  als  „Vektoren"  oder  gerichtete  Größen 
aufzufassen,  d.  h.  als  den  Ausdruck  einer  Fortbewegung  um 
eine  gewisse  Strecke  in  einer  geNvissen  Richtung.  Alle 
Punkte  Z'  leiten  wir  demnach  aus  den  Punkten  Z  ab  unter 
Anwendung  dieser  durch  den  Punkt  A  festgelegten  Parallel- 
verschiebung. Das  System  der  Punkte  Z'  wird  folglich 
kongruent,  und  zwar  gleichsinnig  zu  dem  der  Punkte  Z', 
im  Sinne  der  Mechanik  stellt  die  Gleichung  (7)  eine  „Parallel- 
verschiebung^^  oder  „Translation"  des  starren  Systems  der 
Punkte  Z  um  den  Vek- 
tor a  dar.  -Bat^ 

Es  ist  leicht,  einen 
Apparat  anzugeben,  der 
mechanisch  diese  Ver- 
wandtschaft herstellt. 
Wir  haben  z.B.  nur  nötig 
[Kempe  (8)  S.  95],  zwei 
Gelenkparallelogramme 
ABCB  und  CBZZ' 
mit  einer  gleichen  Seite 
(Fig.  35)  zusammenzu- 
fügen.   Halten  wir  das 

Glied  AB  fest,  so  bleibt  ABZ'Z  bei  allen  Verzerrungen 
des  Mechanismus  ein  Parallelogramm,  und  die  Ecken  Z 
und  Z'  beschreiben  solche  Systeme. 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  wird  aus  der  für  die  Mul- 
tiplikation komplexer  Zahlen  geltenden  Regel  unmittelbar 
die  geometrische  Natur  der  Transformation 

(8)  z'=-lz 

erschlossen  werden  können.  Denn  erscheinen  z  und  & ,  durch 
Modul  und  Argument  dargestellt,  in  der  Form 

z  =  r  (cosq)  -\-  i  sm(p) 

h  =  ri  (co8(p^  +  *  sin9?i) , 
so  ist 

z'=hz  =  rrj^  {co8((p  +  9^1)  +  ^ sin (99  +  (p^)}  , 

und  der  Punkt  Z',  welcher  h0  oder  0'  repräsentiert,  wird 
gefunden,  indem  man  (Fig.  36)  das  Argument  q?^  von  dem 
Vektor  OZ  aus  anträgt  und  die  Länge  0  Z' =  r  r^  macht. 


Fig.  35. 
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Schneidet  man  noch  auf  der  positiven  X-Achse  die  Länge 
OÄ  =  1   ab,  so  ist 

AOZZ'c^AOÄB. 

Man  erhält  mithin  das  System  der  Punkte  Z'  aus  dem  der 
Punkte  Z,  indem  man  jeden  Radiusvektor  OZ  zunächst  um 
den  unveränderlichen  Winkel  (p^^  dreht  und  dann  die  mit  f\ 
multiplizierte  Länge  OZ  anträgt.  Es  ist  das  ebene  System  Z' 
also   gleichsinnig   ähnlich    dem    System  Z,    und   0   ist   der 


im  Endlichen  gelegene  Doppelpunkt  der  beiden  Felder.  Die 
Gleichung  (8)  stellt  eine  Ähnlichkeitstransformation  dar 
(G.  T.  I.  96.). 

Ist  h  reell,  also  (p^  =  0 ,  so  liegen  die  beiden  Systeme 
perspektiv;  wird  der  Modul  von  h  oder  /•i=l,  während 
9?i  S  0  ,  so  erhält  man  eine  reine  „Drehung"  oder  „Rotation^^ 
um  den  Punkt  0,  und  die  Systeme  sind  wieder  kon- 
gruent. 

Um  die  Ähnlichkeitstransformation  (8),  also  die  Mul- 
tiplikation mit  einer  komplexen  Zahl,  durch  einen  Gelenk- 
mechanismus zu  reah'sieren,  benutzt  Kleiber  [(9)  S.  95]  eine 
beliebige  Anzahl  ähnlicher  Dreiecke  —  in  der  Fig.  37  sind 
deren  vier,  Äq  A^  B^  ,  A^  A^  B^ ,  A2  A^  B^ ,  A^  Z'B^  gewählt  — , 
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welche  durch  die  gezeichneten  gelenkigen  Parallelogramme 
verbunden  werden.     Leicht  beweist  man  dann,  daß 

Hält  man  also  Aq  fest,  so  beschreiben  die  Ecken  Z  und  Z' 
ähnliche  Systeme.  AqÄ^IAqB^  gibt  die  Längenänderung, 
die  Drehung  des  einen  Systems  gegen  das  andere  wird  durch 
den  Winkel  Ä^A^B^  gemessen. 

Nimmt  man  AqB^  =  A^A^y  so  liefert  der  Mechanismus 
eine  reine  Rotation. 


A>' 


Z' 


Fig.  37. 

Im  einfachsten  Falle,  d.h.  für  zwei  Dreiecke  und  ein  Par- 
allelogramm, erhält  man  den  zuerst  von  Sylvester  [(6)  S.  95] 
und  Kempe  [(8)  S.  95]  angegebenen  sog.  Plagiographen  oder 
Pantographen. 

Damit  ist  nun  auch  die  Transformation  (4)  geometrisch 
gedeutet:  denn  sie  kann  angesehen  werden  als  das  Resultat 
einer  Parallel  Verschiebung  (7)  und  einer  Ähnlichkeitstrans- 
formation  (8),  ist  also  eine  Ahnlichkeitstransformation  in 
allgemeiner  Darstellung.  Ihren  Doppelpunkt  erhalten  wir, 
wenn  wir  z  =  z'  setzen:  er  wird: 

d 


Die  Koordinatentransformation,  dargestellt  in 

komplexen  Zahlen. 

49.    Es  mag  hier  die  Bemerkung  Platz  finden,  daß  wir, 

ganz  wie  früher  (G.  T.  L  194.),   auch  einen  und  denselben 

Punkt  auf  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  beziehen 
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können.  Dann  werden  einem  Punkte  zwei  komplexe  Zahlen 
zugeordnet,  und  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  kom- 
plexen Zahlen  gibt  wieder  die  Formeln  der  Koordinaten- 
transformation, nur  in  etwas  anderer  Gestalt. 

Hat  man  zwei  parallel  gerichtete  Koordinatensysteme  X,  Y 
und  X\  Y'  in  der  gleichen  Ebene  und  sind  öc,  ß  die  Ko- 
ordinaten des  Nullpunktes  des  ersten  in  bezug  auf  das  zweite, 
so  gelten  die  Formeln 

^'=^  +  a,     /  =  «/  +  /?. 
Ist  femer  «  =  ^  +  ^  )ö ,  so  ergibt  sich  daraus  sofort 

z'  =  z  -\-a 

als  Ausdruck  für  die  Parallelverschiebung 

Betrachten  wir  zwei  rechtwinklige  Koordinatensysteme 
mit  gleichem  Nullpunkte,  von  denen  aber  das  eine  gegen 
das  andere  um  den  Winkel  (x  gedreht  ist,  so  ist 

ic'=  iTCOSöc  —  «/sina 
!/'=  i/sina  +  2/cosöf  . 
Setzen  wir  hier 

cosdx  +  "^  sinöc  =  e*"* , 

so  lassen  sich  die  obigen  Formeln  für  die  Drehung  in  der 
einen  zusammenfassen 

z'  =  e*«  z  . 

Die  allgemeine  Koordinatentransformation  endlich  erscheint 
dann  als  Verbindung  einer  Parallelverschiebung  mit  einer 
Drehung  in  der  Form 

z'=&'*z-i-a. 

A 
Die  Transformation  z' =  —  . 

z 

50.  Die  Verwandtschaft  (5)  endlich,  in  der  A  eine 
komplexe  Zahl  sein  wird,  läßt  sich  darstellen  durch  die 
Ahnlichkeitstransformation 

z'=Az" 
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unter  Hinzunahme  der  weitern  Abbildung 

(9)  ."=i. 

Dies  ist  aber,  wie  wir  soeben  (S.  96)  sahen,  eine  Trans- 
formation durch  reziproke  Radien  für  Ä;  =  1  in  Verbindung 
mit  einer  Umklappuiig  um  die  X-Achse. 

Damit  ist  nun  aber  auch  das  Resultat  gewonnen,  daß 
sich  die  allgemeine  Abbildung  (3)  ersetzen  läßt  durch  zwei 
Ähnlichkeitstransformationen  in  Verbindung  mit  einer  Trans- 
formation (1)  und  einer  Parallel  Verschiebung. 

Nun  führen  die  Ähnlichkeitstransformationen  —  was 
ja  selbstverständlich  —  jeden  Kreis  wieder  in  einen  Kreis 
über,  und  auch  der  Transformation  (1)  kam  diese  Eigenschaft 
zu,  wenn  wir  auch  die  Geraden  als  Kreise  mit  unendlich 
großem  Radius  betrachten.  Demnach  hat  die  linear  ge- 
brochene Substitution  (3)  überhaupt  die  Eigenschaft, 
jeden  Kreis  der  einen  Ebene  wieder  in  einen  Kreis 
der  andern  Ebene  zu  verwandeln.  Diese  Abbildung 
wurde  deswegen  von  Mob  ins  (1,  2,  3,  4)  als  „Kreis- 
verwandtschaft" bezeichnet. 

Ferner  lassen  die  betrachteten  Ähnlichkeitstransforma- 
tionen, sowie  die  kongruenten  Abbildungen  die  Winkel  und 
ihren  Sinn  unverändert;  das  gleiche  wurde  in  36.  von  der 
Transformation  (1)  bewiesen.  Folglich  gibt  auch  die  Kreis- 
verwandtschaft eine  konforme,  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnliche  Abbildung,  wobei  der  Sinn  der  Winkel  erhalten 
bleibt. 

Führt  man  noch  die  Verbindung 

z  =  X  —  iy 

in  die  Betrachtung  ein,  so  läßt  sich  auch  die  durch  die 
Gleichungen  (14)  (S.  60)  gegebene  Inversion  vermittels  der 
einzigen  Gleichung 

zur  Darstellung  bringen.     Allgemein  gibt  eine  Gleichung 

(10)  -'=^ 

cz-\-  d 
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eiue  Verwandtschaft,  die  sich  von  der  durch  die  Gleichung  (3)         " 
dargestellten  nur  dadurch   unterscheidet,   daß   der  Sinn  der 
Winkel  geändert  ist.     In  der  Tat  führen  wir  durch  Hinzu- 
nahme der  Abbildung 

Z       =  Z  y 

d.h.  durch  eine  Spiegelung  an  der  X-Achse  diese  Transformation 
auf  die  soeben  behandelte  zurück.  Zu  den  Kreisverwandt- 
schaften im  allgemeinen  Sinne  haben  wir  demnach  auch  die 
durch  die  Gleichung  (10)  definierten  zu  rechnen,  und  wir 
können  nach  dem  Vorgange  von  Mob  ins  zwischen  direkten 
und  indirekten  Kreis  Verwandtschaften  unterscheiden,  je  nach- 
dem der  Sinn  der  Winkel  erhalten  oder  geändert  wird.  Im 
folgenden  beschränken  wir  uns  auf  die  Kreisverwandtschaften 
der  ersten  Art. 

Der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Ebene. 
Die  Zentralpunkte;  Doppelpunkte. 

51.  Für  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Z- Ebene 
ist  X  =  oo ,  y  =  oOy  und  es  wird  also  auch  s  =  oo.  Nehmen 
wir  jetzt  keine  Rücksicht  darauf,  daß  die  verschiedenen  un- 
endlich fernen  Punkte  sich  durch  den  endlichen  Wert  unter- 
scheiden, den  der  Quotient  y :  x  auch  für  die  unendlich 
großen  Werte  der  Variabein  besitzt,  so  erhalten  wir  aus 
den  Gleichungen  (3)  für  3  =  00  bzw.  z'  =  00  die  folgenden 
entsprechenden  Wertepaare: 

a 

c 

Z  = ,         Z  =  00  . 

c 

Betrachten  wir  also  bloß  die  komplexen  Variabein,  so 
können  wir  von  „einem  unendlich  fernen  Punkte  einer 
Ebene"  sprechen,  und  diesen  unendlich  fernen  Punkten  TJ 
und  §'  der  Ebenen  e  und  e  entsprechen  die  endlichen 
Punkte  TJ'  und  Q,  welche  Möbius  „Zentralpunkte"  nannte. 
Auch  die  frühere  Anschauung  führt  uns  zu  diesen  Punkten. 
Denn  betrachten  wir  etwa  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Z-Ebene,  so  wird  dieselbe  durch  die  Ahnlichkeitstransforma- 
tionen  und  Parallelverschiebungen,  aus  welchen  sich  die  Kreis- 
verwandtschaft zusammensetzt,  jedenfalls  in  sich  selbst  über- 
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geführt.  Die  Transformation  (9)  aber,  welche  den  wesentlichsten 
Bestandteil  der  Kreis  Verwandtschaft  ausmacht,  ordnet  der 
unendlich  fernen  Geraden  den  Mittelpunkt  des  zugehörigen 
Inversionskreises  zu.  Folglich  sind  die  Zentralpunkte  Q 
und  Z7'  auch  diejenigen  Punkte,  welche  nach  Ausführung 
aller  die  Kreisverwandtschaft  liefernden  Transformationen 
der  unendlich  fernen  Geraden  der  Z^-  bzw.  ^T- Ebene  ent- 
sprechen. 

Jeder  Geraden  der  einen  Ebene  wird  mithin  ein  Kreis 
durch  den  Zeutralpunkt  der  andern  Ebene  entsprechen. 

Liegen  die  beiden  Ebenen  aufeinander,  so  liefert  die 
Beziehung  (2)  sofort  die  Punkte,  welche  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammenfallen  oder  kurz  die  Doppelpunkte, 
indem  wir  z  =  z'  setzen.  Es  ergibt  sich  dann  die  quadra- 
tische Gleichung 

c5:2  +  (cZ  — a);5  — 6  =  0, 

und  wir  erhalten  also  zwei  solche  Doppelpunkte.  Jedem 
Kreise  durch  diese  beiden  entspricht  wieder  ein  Kreis  durch 
die  gleichen  Punkte. 

Zwei  kreis  verwandte  Ebenen  liegen  involutorisch, 
wenn  in  der  Verwandtschaftsgleichung  (2) 

a  =  —d ,     also     a  -{-  d  =  0  . 

Denn  dann  entspricht  jedem  Punkte  der  gleiche,  man  mag 
ihn  zum  einen  oder  andern  System  rechnen.  Die  geometrische 
Bedingung  dafür  besteht  darin,  daß  irgend  zwei  Punkte  der 
Verwandtschaft  sich  involutorisch  entsprechen  müssen.  Ohne 
Beweis  sei  erwähnt,  daß  zwei  kreisverwandte  Ebenen  sich 
stets  in  solche  gegenseitige  Lage  bringen  lassen,  daß  sie  eine 
gewöhnliche  Inversion  bilden. 

Man  beachte  auch  noch,  daß  bei  einer  eigentlichen  Kreis- 
verwandtschaft, die  von  einer  Ahnlichkeitstransformation  ver- 
schieden ist,  in  der  Reihe  der  die  Abbildung  ersetzenden 
Transformationen  die  Transformation  (9),  also  auch  die  In- 
version nicht  fehlen  kann.  Denn  dies  wäre  nur  möglich, 
wenn 

ad  —  hc  =  0 

wäre,  während  a,  b,  c,  d  als  von  Null  verschieden  an- 
genommen werden.  Das  Verschwinden  dieser  Substitutions- 
determinante   würde    aber   wiederum   ganz    ebenso,   wie   in 
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G.  T.  I.  45.  dargetan  ist,  ein  Ausarten  der  Verwandtschaft 
zur  Folge  haben.  Die  bisherigen  Resultate  fassen  wir  end- 
lich noch  wie  folgt  zusammen: 

In  zwei  kreisverwandten  Ebenen  entspricht  jeder 
Geraden  des  einen  Feldes  ein  Kreis  durch  den  Zentral- 
punkt des  andern;  jeder  Geraden  durch  den  einen 
Zentralpunkt  eine  Gerade  durch  den  andern,  jedem 
beliebigen  Kreis  wieder  ein  Kreis.  Irgend  zwei 
Kurven  schneiden  sich  unter  dem  gleichen  Winkel 
wie  die  entsprechenden  Kurven;  die  Abbildung  ist 
eine  konforme,  in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche, 
und  es  bleibt  auch  der  Sinn  der  Winkel  erhalten. 

Es  wäre  ferner  leicht  zu  zeigen,  daß  eine  Punkttrans- 
formation der  Ebene,  die  jeden  Kreis  wieder  in  einen  Kreis 
verwandelt,  sich  zusammensetzen  muß  aus  Ahnlichkeitstrans- 
formationen  und  aus  Inversionen.  Darnach  stellt  die  Glei- 
chung (3)  alle  Punkttransformationen  der  Ebene  dar,  welche 
einen  Kreis  wieder  in  einen  Kreis  überführen,  und  da  in  (3) 
drei  wesentliche  komplexe  Konstante  auftreten,  so  gibt  es  cx>^ 
derartige  Punkttransformationen.  Sie  bilden,  wie  die  pro- 
jektiven Transformationen,  eine  Gruppe. 

§  14.    Das  komplexe  Doppelverhältnis  von  vier  Fnnkten 
in  der  Ebene. 

Vier  Punkte  in  der  Ebene. 

52.  Die  durch  die  bilineare  Beziehung  zwischen  z  und  z' 
gegebene  Analogie  der  Kreisverwandtschaft  und  der  projek- 
tiven Beziehung  der  Grundgebilde  erster  Stufe  läßt  es  als 
zweckmäßig  erscheinen,  auch  den  Begriff  des  Doppelverhält- 
nisses auf  komplexe  Werte  auszudehnen.  Pein  formal  bietet 
dies  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten.  Besteht  zwischen 
zwei  Ebenen  eine  Kreisverwandtschaft,  ausgedrückt  durch 
die  Beziehung 

und    entsprechen    vier    Punkten    Z^y  Z2,  Z^,  Z^    mit    den 

komplexen  Werten  ^f^ ,  ^2  >  %  »  ^4  ^i^  Punkte  Z[,  Z^ ,  Z3 ,  Z^ 
als  Repräsentanten  der  zugehörigen  Werte  z[,  z^,  -^3,  ^4,  so 
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wird  man  genau  wie  früher  (G.  T.  I.  44.)  die  Relation  ab- 
leiten : 

(2) 


i,i~4  _gi-4 

«1  -  % .  «1  -  ^i 

zi-0r  ^i-^i 

^2  —^S       «2  —  ^4 

Es  fragt  sich  jetzt  aber,  welche  geometrische  Deutung 
einem  solchen  Doppelquotienten 


(3) 


(^1  ^2  ^3  ^4)  = 


^1    —  0A 


in  bezug  auf  die  Gruppe  der  vier  Punkte  Z^,  Z^,  Z^,  Z^ 
zukommt,     Stellen  wir  die  einzelnen  Quotienten  des  Aus- 


>^-^ 


Fig.  38. 

drucks  (3)  in  der  Ebene  dar,  so  erhalten  wir  den  Punkt, 
welcher  die  Differenz  z^—z^  repräsentiert,  indem  wir  (Fig.  38) 
an  den  Vektor  OZ^  den  Vektor  — % ,  d.  h.  Z^O  ansetzen. 
Der  dadurch  sich  ergebende  Punkt  soll  in  der  Figur  kurz 
mit  z^  —  2^  bezeichnet  werden.  Ist  dann  r^g  die  Länge  der 
Strecke  Z^Z^  und  cp^^  der  Winkel,  den  sie  mit  der  positiven 
X-Achse  bildet,  so  wird 

^1  —  ^3  =  ^3  <cos99i3  +  i .  sin 9913)  . 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  konstruieren  wir  den  Punkt 
^2  —  %  als  letzte  Ecke  des  durch  OZ^Z^  bestimmten  Parallelo- 
grammes  und  erhalten 

^2  -  ^3  =  ^23  (cos 9923  4-  i  •  sin  9923)  > 
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wenn  ^gg  die  Entfernung  Z^Z^  und  op^^  der  Winkel  dieser 
Richtung  mit  der  X-Achse.  Daraus  konstruieren  wir  unter 
Umkehrung  der  Regel  für  die  Multiplikation  komplexer 
Größen  (S.  99)  den  Punkt 

^1  —  z. 


z.-"   ' 


indem  wir  den  Winkel 

W  =  9^13  —  9^23  =  ^2^3-^1 

von  der  X-Achse  aus  in  gleichem  Sinne  antragen  und  auf 
dessen  zweiten  Schenkel  die  Länge  r^g  :  r^^,  abschneiden.  Es 
ist  also 

=  ^{cosZa^^i  +  ^  •  sin44^i>  • 


Z^     ^G 


23 


Ganz  ebenso  ergibt  sich 


—  z. 


^  =  -^{cosZ^Z^Zi  +  i  '  smZ^Z^Zj}  . 


und  schließlich 


(4) 


z,  —  z. 


^13  *  ^23 


{cos(ZXZ,  -Z,Z^Z,)+i^sm(Z,Z,Z,  -Zj,Z,)} 


oder: 

Das  komplexe  Doppel  Verhältnis  {z^z^z^z^)  von  vier  (in 
zwei  Gruppen  geteilten)  Punkten  Z^,  Z2,  Z^,  Z^  einer 
Ebene  hat  einen  Modul,  der  gleich  ist  dem  Doppel  Verhältnis 
der  Strecken,  welche  die  beiden  letzten  Punkte  mit  den  beiden 
ersten  bilden  und  ein  Argument  =  der  Differenz  der  Winkel, 
welche  die  beiden  letzten  Punkte  mit  den  beiden  ersten  ein- 
schließen. 

Entsprechen  nun  den  Punkten  Z^ ,  Z^,  Z^,  Z^  in  der 
Kreisverwandtschaft  die  Punkte  Z[y  ZJ ,  Zg ,  Z4 ,  so  werden 
die  Verbindungslinien  der  Punkte  Zi  in  Kreise  übergehen, 
die  alle  durch  den  Zentralpunkt  V  des  Feldes  e'  hindurch- 
gehen. Bezeichnen  wir  die  Strecke  Z[Z^  wieder  mit  r/g  usf., 
so  können  wir  für  das  Doppelverhältnis  (si/izizi)  den  ana- 


(5) 
ferner 

^13  .  ^14      n3 

^23         ^24            ^23 

(6) 

Z^  Z^  Z^  —  Z^  Z^  Z^  =  Z[ 
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logen  Ausdruck  bilden  wie  in  (4)  und  die  Gleichung  (2) 
liefert  dann  folgende  zwei  Beziehungen  zwischen  den  reellen 
Größen : 

Z2  —  Z^Z^Z^ 

In  zwei  einander  entsprechenden  Punktquadrupeln 
kreis  verwandter  Ebenen  sind  die  analog  gebildeten 
Doppelverhältnisse  der  Strecken  und  die  entsprechen- 
den Winkeldifferenzen  einander  gleich. 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes. 

53.  Sind  vier  Punkte  Z^ ,  Z^ ,  Z^ ,  Z^  in  der  komplexen 
Ebene  gegeben  und  konstruieren  wir  zu  Z^  in  bezug  auf  das 
Dreieck  Z^Z^Z^  das  Fußpunktdreieck  ABC,  so  daß  also 


oder: 


Fig.  89. 

Äj  B,  0  die  Fußpunkte  der  von  Z4  aus  gefällten  Senk- 
rechten (Fig.  39),  so  ergibt  sich  aus  den  Kreisvierecken  ÄZ2  CZ^ 
bzw.  BZj^  CZ^  y  welche  je  zwei  rechte  Winkel  enthalten, 

^C=/-24  .  sinZi^^j 
BC=^r^^  '  miZ^Z^Z^  , 
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also 

ÄC  ^  r^4^smZ^Z^Zs  ^  r^i  ,  ^13 

SC       r^^ sin Z^Z^Z,        ^4  '  ^23  * 

Dies  ist  aber  gerade  der  Modul  von  (^1^2  ^3 -^4)^  femer  ist 

ÄCB  =  ACZ^  -\-BCZ^  =  Z^Z,Z,  +  ^4 ^1^3 

=  Zj^  Z^  Zg  —  z^z^z^ . 

Dieser  Winkel  gibt  also  das  Argument  des  obigen  Doppel- 
verhältnisses.  Bildet  man  die  Ebene  durch  eine  lineare  Trans- 
formation ab,  so  geht  die  Gruppe  von  vier  Punkten  in  eine 
neue  über,  Z[7j'^Z'^Z'^y  die  Geraden  der  ersten  Figur  ver- 
wandeln sich  in  Kreise,  aber  das  zu  Z'^  in  bezug  auf  das 
Dreieck  7j[Z'^Z'^  gehörige  Fußpunktdreieck  %!S^'^\  dessen 
Ecken  natürlich  nicht  den  Punkten  A,  JB^  C  entsprechen, 
bleibt  nach  der  obigen  Entwicklung  zu  ABC  ähnlich.  Es 
folgt  also  folgender  Satz  von  Schick  (7): 

In  kreisverwandten  Ebenen  oder  bei  linearer  Trans- 
formation der  komplexen  Ebene  behält  das  FuBpunkt- 
dreieck  jedes  vierten  Punktes  in  bezug  auf  das  Drei- 
eck der  drei  übrigen  Punkte  invariante  Form. 

Andere  Deutung  des  komplexen  Doppel- 
verhältnisses. 

54.  Unter  Zuhilfenahme  weiterer  imaginärer  Gebilde  kann 
man  das  komplexe  Doppel  Verhältnis  von  vier  Punkten  einer 
Ebene  auch  noch  auf  andere  Weise  deuten.     Ist 

(7)  x^iy  =  X 

ein  Strahl  durch  den  einen  Kreispunkt  /,  wo  2  im  all- 
gemeinen eine  komplexe  Zahl  sein  wird,  so  wird  dieser 
Strahl  von  dem  konjugierten  Strahl  in  dem  einzigen  reellen 
Punkte  geschnitten,  den  er  trägt.  Dieser  konjugierte  Strahl 
unterscheidet  sich  bloß  durch  das  Vorzeichen  von  i  von  dem 
ersten,  geht  also  durch  den  anderen  Kreispunkt  J .  Es  sei 
x^y  y^  der  reelle  Schnittpunkt,  so  ist  also 

^1  +  ^^1  =  ^ 
und  der  erstgenannte  Strahl  kann  geschrieben  werden: 

x^iy  =  x^-\-iy^=s^, 
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wobei  0^  die  komplexe  Zahl,  die  zu  dem  reellen  Punkte 
Xi ,  y^  gehört.  Homogen  geschrieben  erhalten  wir  mithin 
die  Gleichung 

aus  der  hervorgeht,  daß  s^  als  Parameter  des  Strahles  (7) 
genommen  werden  kann.  Vier  Strahlen  des  Büschels  J,  die 
nach  den  reellen  Punkten  Z^y  Z^y  Z^y  Z^  laufen,  bilden  dem- 
nach ein  Doppel  Verhältnis,  dessen  Wert  =  («^^  z^  ^s  ^d-  Legen 
wir  durch  1  und  die  vier  Punkte  Z,  einen  Kegelschnitt,  der 
natürlich  selbst  imaginär  ist,  so  kann  das  komplexe  Doppel- 
verhältnis (2-^  ^2  %  ^4)  ^^^^  ersetzt  werden  durch  das  Doppel- 
verhältnis der  vier  imaginären  Strahlen,  die  von  irgend  einem 
Punkte  dieses  Kegelschnittes  nach  den  vier  Punkten  Zi  laufen. 
Können  vier  Punkte  in  einer  Ebene  nun  auch  eine 
solche  Lage  einnehmen,  daß  das  von  ihnen  gebildete  Doppel- 
verhältnis reell  wird?  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  in  (4)  der  mit  i  multiplizierte  Ausdruck  verschwindet, 
daß  also 

Z^Z^Z^  -  Z^Z^Z^  =ln.      (Ä;  =  0,  1,  2...) 

Dies  tritt  offenbar  nur  ein,  wenn  die  vier  Punkte  Zi  auf 
einem  Kreise  gelegen  sind.  Dessen  Peripherie  wird  durch 
die  Punkte  Z^  und  Z2  in  zwei  Bogen  geteilt.  Befinden  sich  Z^ 
und  Z4  auf  dem  gleichen  Bogen,  so  ist  die  obige  Differenz  Null, 
liegen  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  Sehne  Z^  Z^ ,  so  nimmt 
die  Differenz  den  Wert  n  an  und  geht  in  die  Summe  der 
Winkel  über.  Der  Kegelschnitt  durch  I  und  die  Punkte  Zf 
geht  auch  durch  den  zweiten  Kreispunkt  und  ist  also  dieser 
Kreis.  Liegen  noch  spezieller  die  Punkte  auf  einer  Geraden, 
so  erhalten  wir  aus  (4)  den  Ausdruck  für  das  gewöhnliche 
Doppel  Verhältnis.     Es  folgt  also: 

Das  komplexe  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 
einer  Ebene  wird  reell  immer  und  nur,  wenn  die 
vier  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen  und  stimmt 
dann  überein  mit  dem  reellen  Doppelverhältnis  der 
vier  Strahlen,  die  aus  irgend  einem  Punkte  des  Kreises 
die  vier  Punkte  projizieren. 

Beispielsweise  werden  wir  vier  Punkte  Z,  einer  Ebene 
als  „harmonische"  bezeichnen,  wenn 

(^1^2  ^3  ^4)  =  -!. 
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Sie  liegen  dann  stets  auf  einem  Kreise,  und  aus  (4)  ergibt 
sich  die  Beziehung 

Andere  Erzeugung  einer  Kreisverwandtschaft. 

55.  Die  Analogie  zwischen  der  Kreisverwandtschaft  und 
der  projektiven  Beziehung  der  Grundgebilde  erster  Stufe 
kommt  weiter  zum  Ausdruck  in  dem  Satze: 

Sind  drei  Punkte  Z^,  Z^,  Z^  einer  Ebene  durch 
ihre  Parameter  ^^ ,  ^g  ?  ^s  gegeben,  sowie  eine  be- 
liebige (komplexe)  Zahl  ^,  so  gibt  es  bloß  einen 
Punkt  Z  der  Ebene,  welcher  mit  den  drei  gegebenen 
Punkten  ein  Doppelverhältnis  vom  Wert  X  bildet, 
so  daß  also 

{h  ^2  ^3  ^)  =  -^  • 

Denn  diese  Relation  liefert  sofort  eine  lineare  Gleichung 
für  ^,  aus  der  sich  also  immer  ein  und  nur  ein  solcher 
Punkt  Z  ermitteln  läßt.     Weiter  schließen  wir  noch: 

Eine  Kreisverwandtschaft  zwischen  zwei  Ebenen 
ist  bestimmt,  wenn  drei  Punkten  Z^,  Z^^  Z^  der 
einen  drei  beliebige  Punkte  Z[j  Z^y  Z'^  der  zweiten 
Ebene  zugewiesen  werden. 

In  der  Tat,  irgend  ein  Punkt  Z  des  ersten  Feldes  be- 
stimmt mit  Z^y  ^2>  ^%  ^^  bestimmtes  Doppel  Verhältnis;  der 
entsprechende  Punkt  Z'  muß  mit  Z[,  Z^^  Z^  ein  Doppel- 
verhältnis vom  gleichen  Werte  bilden,  also  gilt  die  Beziehung 


Zl—Z3_gl—Z_Z[- 

~«^        «l'-«' 

«2  —  «8    '    ^2  —  «           «2  - 

-  ei   ■    ei  -  e' 

Dies  ist  bereits  die  büineare  Gleichung,  welche  die  Kreis- 
verwandtschaft bestimmt.  Die  weitere  Ausführung  wurde 
schon  G.  T.  I.  48.  erledigt. 
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Definition  einer  Funktion  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen. 

56.  Die  Kreis  Verwandtschaft  ist  der  einfachste  Typus 
einer  großen  Klasse  von  durchweg  konformen  Abbildungen, 
die  sich  aus  dem  Begriff  der  Funktion  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen ableiten  lassen.     Ist 

z  =  X  -{-  iy' 

und 

(1)  w  =  u  -i-  iv  , 

wo  u  und  V  ganz  beliebige  Funktionen  von  x  und  y,  so 
wäre  die  Größe  w  mittelbar  auch  von  0  abhängig,  also 
eine  Funktion  von  z.  Man  pflegt  aber  mit  dieser  Bezeich- 
nung einen  engeren  Sinn  zu  verbinden  und  nennt  w  dann 
eine  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z,  wenn  x 
und  y  auf  der  rechten  Seite  von  w  bloß  in  der  Verbindung 
x-{-iy  vorkommen,  so  daß  also  w  als  ein  Ausdruck  in  z 
dargestellt  oder  wenigstens  gedacht  werden  kann.  Dafür 
kann  man  nun  aber  auch  eine  andere  Bedingung  einführen, 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  U.  8 
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die  sich  auf  den  DifferentialquotienteD   von  w  nach  z  be- 
zieht    Es  ist  nämlich 


dw 

du  +  idv       ö^'^^+ö/^  +  ^ö^'^^+ö/y) 

dz 

dx  -{-  idy                              dx  -\-idy 

du        .     dv       (du        .  dv\  dy 
dx'^'"  dx'^Xdy  '^^  dy)  dx 

X+if 
dx 

du 
Dieser    Ausdruck    wird    im    allgemeinen    natürlich   von    -^ 

abhängig  sein.  Setzen  wir  aber  voraus,  daß  u  und  v  den 
Gleichungen  genügen 

du        dv  du  dv 

dx        dy  *        dy  dx 

und  ersetzen  wir  mittels  derselben  die  partiellen  Ableitungen 
von  V  durch  die  von  u ,  so  fällt  in  dem  obigen  Bruche  der 
Nenner  hinaus  und  es  wird 

dw       du        .  du 
(^)  U^~d^~^~d^' 

unter  diesen  Voraussetzungen  ist  also  der  Differential- 
quotient -r—  von  -p-  und  mithin  auch  von  dz  unabhängig. 

Nun  beweist  man  in  der  Funktionentheorie:  Soll  w  im  obigen 
Sinne  eine  Funktion  von  z  sein,  so  ist  diese  Forderung 
gleichbedeutend  mit  der  andern,  daß  der  Differentialquotient 
von  w  nach  z  von  dz  nicht  abhängig  ist  und  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  eine  oder  andere  Eigen- 
schaft besteht  darin,  daß  u  und  v  den  Gleichungen  (2)  genügen. 
Aber  auch  u  darf  nicht  ganz  willkürlich  gewählt  werden 
und  ebensowenig  v)  denn  durch  Differentiation  der  Glei- 
chungen (2)  nach  x  bzw.  nach  y  ergibt  sich  sofort 

d^u         d^  _  dH_        d^  _ 

^^  dx^  "^  ~d^  ~     '       ~d^  "*"  ^  ~     • 

u  und  V  müssen  also  diesen  sog.  Laplace  sehen  Differential- 
gleichungen genügen. 
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Konforme  Natur  der  Abbildung. 

57.  Bringen  wir  die  Werte  der  Funktion  w  in  einer 
neuen  Ebene,  der  TP^Ebene,  zur  Darstellung,  indem  wir  u 
und  V  als  rechtwinklige  Koordinaten  benutzen,  so  wird  durch 
(1)  eine  Abbildung  der  ^Ebene  auf  die  TF-Ebene  vermittelt, 
indem  wir  einem  Punkte  Z  mit  den  Koordinaten  x,  y  den 
Punkt  W  mit  den  Koordinaten  u,  v  zuordnen.  Die  Ab- 
bildung wird  natürlich  nicht  ein-eindeutig  sein,  doch  können 
wir  davon  zunächst  absehen,  indem  wir  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  Z  und  W  und  deren  Nachbargebiete 
betrachten.  Den  zu  Z  unendlich  benachbarten  Punkten  Z\  Z" 


Z'Fbene 


W-jEl?ene 


M L 


■U 


Fig.  40  a. 


Fig.  4eb. 


werden  dann  Punkte  TT',  TT"  in  der  Nachbarschaft  von  W 
entsprechen  (Fig.  40).    Ist  nun  w  Funktion  von  z ,  sind  also 

die  Bedingungen  (2)  erfüllt,  so  hat  der  Differentialquotient  -^— 

dz 

einen  von  dz  unabhängigen  Wert.     Wir  wollen  weiter  die 

Annahme  machen,    daß  für   den  betrachteten   Punkt  Z  der 

Wert  dieses  Differentialquotienten  nicht  0   oder  c»  ist,   was 

ja  doch  nur  für  gewisse  besondere,  singulare  Punkte  der  Fall 

sein    wird.     Dann   sind   die  Vektoren  ZZ' ,  ZZ" ,  WW , 

WW  gegeben  durch 

dz'  =  z'  —  z  ,      dw'  =  w'  —  w 


dz"  =  z' 


div"  =  w"  —  w 


und  gemäß  unseren  beiden  Voraussetzungen  haben  wir 
dw  _  dw'       dw" 
dz^~dZ^  ~dz^ 

8* 


116  III.  Die  Kreisverwandtschaft. 

oder 


w    —  w 


Dies  besagt  aber  wieder,  daß  die  unendlich  kleinen  Dreiecke 
ZZ'Z''  und  WWW"  gleichsinnig  ähnlich  sind  (vgl.  S.  107). 
Genügt  also  die  Funktion  w  den  Laplace  sehen  Gleichungen 
—  ein  expliziter  Ausdruck  für  w  braucht  gar  nicht  bekannt 
zu  sein  —  so  ist  die  durch  w  vermittelte  Abbildung  in  der 
Nachbarschaft  zweier  entsprechenden  Punkte  konform.  Aus- 
zunehmen sind  bei  diesem  Beweise  nur  solche  Punkte,  für 

welche  -^r-  einen  der  Werte  0  oder  <x>  annimmt. 
dz 

Der  Maßstab   für   die  Abbildung  ändert  sich  mit  der 

Lage  der  beiden  entsprechenden,  unendlich  kleinen  Gebiete: 

er  hängt  eben,  wie  wir  zeigen  wollen,  ab  von  dem  Werte 

des  Difierentialquotienten  in  dem  betrachteten  Punkte.     In 

der  Tat  setzen  wir 

dw 

-^  =  R(cosyj  +  isinyj) , 

so  ist  der  Modul  B  nach  (3) 


Nun  ist  aber 

dw  =  du-\-  idv  =  R{cosxp  +  i  simp)  {dx  +  i  dy) 

folglich 

.„.  (  du  =  R(cosip  '  dx  —  sini/;  •  dy) 

\  dv  =^  R{8imp  •  dx  -\-  cosi/;  •  dy)  . 

Bezeichnen  wir  mit  ds  die  Länge  ZZ\  mit  cp  den  Winkel, 
den  diese  Strecke  mit  der  positiven  X-Achse  bildet,  so  ist 

dx  =  ds  *  co3(p  ,     dy  =  ds  *  sin^? , 

und  die  Gleichungen  (6)  gehen  über  in 

,_.  I  du  =  Rds  '  co8((p  +  ip) 

\  dv  =  Rds  '  sin  {(p  -{-  yj) . 


§  15.  Die  durch  eine  allgem.  Funktion  w  (z)  gegeb.  Abbildung.     117 
Daraus  ergibt  sich 

du^  +  dv'-  =  R^  ds^  =  dS^ , 
wenn  dS  die  Länge  des  Vektors   WW\    Folglich  wird 

ds 

Es  gibt  also  der  Modul  It  das  Verhältnis  entsprechender 
Linienelemente,  d.  h.  den  Längenmaßstab  der  Abbildung. 
Aber  auch  das  Argument  ip  in  dem  Ausdruck  für  den  Diffe- 
rentialquotienten können  wir  ohne  weiteres  geometrisch  deuten. 
Denn  die  Gleichungen  (7)  drücken  aus,  daß  das  Linien- 
element WW  gegen  die  i[7- Achse  unter  dem  Winkel  (p  -{■  ip 
geneigt,  also  gegen  das  Element  ZZ^  um  den  Winkel  \p  ge- 
dreht ist,  wobei  wir  die  beiden  Koordinatensysteme  als  parallel 
orientiert  voraussetzen.  Dieser  Winkel  xp  mißt  also  über- 
haupt die  Drehung  des  einen  Gebietes  gegen  das  andere. 
Es  hat  sich  demnach  gezeigt: 

Jede  durch  eine  Funktion  w  einer  komplexen 
Veränderlichen  z  definierte  Abbildung  ist  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnlich  oder  konform.    Der  Modul 

des  Differentialquotienten  -^  an   der  betreffenden 

Stelle  gibt  den  Maßstab  der  Abbildung,  das  Argu- 
ment desselben  die  Drehung  des  einen  Gebietes 
gegen  das  entsprechende  der  andern  Ebene.  Eine 
Ausnahme  tritt  nur  ein  für  die  Punkte,  in  denen 
dieser  Differentialquotient  die  Werte  0  oder  oo  an- 
nimmt. 

Isothermische  Kurvensysteme. 

58.  Es  sei  wieder  die  TF-Ebene  auf  die  Z-Ebene  ab- 
gebildet durch  die  Funktion 

w  =  u  -\-  iv  =  cp{xy)  +  i  •  y)(xy)  . 

Ziehen  wir  in  der  TT- Ebene  Parallele  zur  F- Achse 
und  zwar  alle  voneinander  im  gleichen  Abstände,  so  daß  die 
Gleichungen  dieser  Parallelen  gegeben  sind  durch 

u  =  a  ,    u  =  2a  ,    u  =  3a. . . 
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fügen  wir  femer  hinzu  Parallele  zur  ü"- Achse,  alle  im  gleichen 
Abstände  b,  deren  Gleichungen  also 

V  =  h  ,     V  ==2h  ,     V  =  3b. . .  usf. , 

so  teilen  diese  Geraden  die  TT-Ebene  in  lauter  untereinander 
ähnliche  Rechtecke.  Durch  Einschaltung  der  Geraden,  welche 

den  Abständen  --  ,  -7-  . . .  tt  >  -r  usf.  entsprechen,    können 
2      4  2      4  ^ 

wir  die  Rechtecke  beliebig  verkleinern.  Jede  Gerade  des 
einen  Systems  trifft  jede  Gerade  des  andern  Systems  recht- 
winklig, d.  h.  die  beiden  Scharen  von  Geraden  bilden  ein 
Orthogonalsystem. 

Suchen   wir  nun   die  diesen  Geraden   in  der  Z-Ebene 
entsprechenden  Kurven  auf,  so  sind  dieselben  gegeben  durch 

y,{xy)  =  b, 

Da  die  Abbildung  konform  ist,  so  schneiden  sich  auch  diese 
Kurven  überall  rechtwinklig.  Die  Gebiete,  in  welche  die 
Z-Khene  durch  dies  Kurvensystem  zerlegt  wird,  sind  für 
endliche  Abstände  a  und  b  natürlich  keine  Rechtecke.  Sie 
werden  sich  aber  der  Rechtecksform  um  so  mehr  nähern,  je 
dichter  wir  die  Parallelen  in  der  TF-Ebene  anordnen.  Da 
nun  jedes  derartige  Rechteck  der  Z-Ebene  zum  entsprechenden 
der  TT-Ebene  ähnlich  ist,  da  ferner  alle  Rechtecke  der  W- 
Ebene  untereinander  ähnlich  sind,  so  wird  also  auch  das 
zweite  Kurvensystem  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  Z-Ehene  in  untereinander  ähnliche  Rechtecke  einteilen. 
Wählen  wir  a  =  by  so  erhalten  wir  in  beiden  Ebenen 
eine  Einteilung  in  unendlich  kleine  Quadrate.  Ein  derartiges 
Orthogonalsystem  hat  die  Eigenschaft,  daß  es  in  der  Form 

u  =  (p(xy)  =  konst. 

dargestellt  werden  kann  und  daß  es  der  Laplaceschen  Gleichung 

6^u        d^u  _ 

genügt.  Lamö  hat  ein  solches  System  mit  Rücksicht  auf 
die  später  zu  erwähnende  physialische  Eigenschaft  als 
„isothermisch"  bezeichnet,  wofür  jetzt  auch  der  Ausdruck 
isometrisch  gebraucht  wird. 
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Ein  einfaches  derartiges  Kurvensystem  können  wir  aus 
den  Geraden  eines  Strahlenbüschels  und  aus  konzentrischen 
Kreisen  ableiten.  Die  Bedingung,  daß  das  von  zwei  unend- 
lich benachbarten  Strahlen  und  von  zwei  aufeinanderfolgenden 
Kreisen  gebildete  Rechteck  ein  Quadrat  ist,  wird 


und  daraus 


rd(p  =  dr 
r  =  0P  -\-  konst. 


Fig.  41. 


Die  Diagonalpunkte  des  Systems  (Fig.  41)  müssen  also  auf 
logarithmischen  Spiralen  angeordnet  sein.  Ist  (X  irgend  ein 
Winkel,  so  werden  demnach  die  Radien  der  Kreise 


wenn 


1,     e«,     e^«,     63«..., 
0,     a,     2ä,     3a  . . . 


die  zugehörigen  Drehungswinkel  sind.  Wählen  wir  für  x 
einen  hinreichend  kleinen  Wert,  so  können  wir,  ausgehend 
von  den  Strahlen,  die  kleinen  Quadrate  und  damit  die  zu- 
gehörigen Kreise  und  die  logarithmischen  Spiralen  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  konstruieren. 
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Singulare  Punkte  der  Abbildung. 

59.  Bei  dem  Beweise  für  die  Konformität  der  Ab- 
bildung, wie  sie  durch  eine  Funktion  w  einer  komplexen 
Veränderlichen  z  hergestellt  wurde,  mußten  wir  solche  Punkte 

ausnehmen,  in  denen  -3—  den  Wert  0  oder  00  annahm.    Es 
dz 

ist   nun  noch  zu  untersuchen,    wie   sich  die  Abbildung  in 

diesen  Punkten  tatsächlich  verhält,  wobei  wir  uns  auf  die 

Stellen  beschränken,  für  welche  ^7—  =  0  :  denn  ist  ^^—  =  00 , 

dz  dz 

so  nimmt  der  Differentialquotient  — —  wieder  den  Wert  0  an. 

Gleichzeitig  werden  diese  Punkte  für  das  System  der  Kurven 
u  =  konst.  und  v  =  konst.  von  Bedeutung  sein. 

Setzen  wir   allgemeiner  voraus,    daß   für   einen  Punkt 

z  =  Zq    nicht   bloß    der    erste   Differentialquotient   -^    ver- 

ctz 

schwindet,  sondern  daß  alle  Differentialquotienten  bis  zum 

{k  —  l)-ten  diese  Eigenschaft  haben,  während 

Für   einen  dem  Punkte  g„  benachbarten  Punkt  z  erhalten 
wir  dann  die  Entwicklung 

'«  +  (^  -  ^«)  [-^}+  -J72-  [-^1+  . . . 


(z-ZqY  (dhv\ 
■^      k\       Kdz^lJ'" 
und  in  unserm  Falle 


(z-z^Y  (d^w\    , 


Beschränken  wir  uns  auf  das  erste  Glied  der  Entwicklung 
lind  setzen 

Z  —  Zq  =  r{  Gosq?  +  ^  sin 99)  , 
so  wird 

w  —  Wq  =  — j- —  [cos(Ä; (p)  -\-  i sin (k (p)]  . 
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Es  entspricht  also  einem  Argument  (p  im  Punkte  ^  =  ^0  oder 
Zq  ein  Zj-fach  so  großer  Winkel  im  entsprechenden  Punkte  Wq 
der  "PT- Ebene  oder:  Betrachtet  man  irgend  zwei  Elemente 
durch  den  Punkt  Zq  ,  so  entsprechen  ihnen  zwei  Elemente 
durch   den  Punkt  Wq  ,  welche  den  Z;-fachen  Winkel  bilden. 

An  Stelle  der  Konformität  tritt  also  in  einem  solchen 
Punkte  eine  Ausdehnung  der  Winkel  auf  das  Wache.  Der 
Punkt  Wq  der  TF-Ebene  ist  ein  (k  —  l)-facher  Verzweigungs- 
oder Windungspunkt  in  dieser  Ebene,  entsprechend  dem  Um- 
stände, daß  Z  —  0Q  durch  eine 
Wurzel  vom  Grade  k  sich 
darstellt. 

Das  Verhalten  der  Kur- 
ven u  =  c  und  t;  =  c  in  der 
Nähe  des  Punktes  Zq  ,  den 
wir  jetzt  zum  Nullpunkt 
wählen  wollen,  so  daß  0q  =  O 
zu  setzen,  ergibt  sich  ohne 
weiteres,  da  sich  die  rechte 
Seite  ja  auf 

cosÄ;  (p  -\-  i  sink (p  =  0 

reduziert.  W^ ir  erhalten  Ä; Rich- 
tungen für  die  Kurven  u=  c 
und  ebenso  k  Richtungen  für  Fig.  42. 

die  Kurven  t;  =  c,  und  diese 
2k  Strahlen  teilen  die  Ebene  in  4k  gleiche  Winkel  je  von 

der  Größe  ^r^,  wobei  die  u-  und  t;-Richtungen  immer  ab- 

wechselnd  aufeinanderfolgen.  Die  schematische  Fig.  42 
zeigt  den  Fall  Ä;  =  3 ,  die  Kurven  u  ==  c  sind  ausgezogen, 
die  Kurven  v  =  c  punktiert;  von  beiden  Systemen  sind  je 
einige  benachbarte  Kurven  angedeutet.  In  dem  Punkte  Zq 
durchsetzen  sich  die  beiden  Kurvensysteme  nicht  mehr  durch- 
weg orthogonal. 


Unendlichkeitsstellen  der  Funktion  w. 

60.  Endlich  wollen  wir  noch  die  Punkte  der  ^Ebene 
betrachten,  für  welche  die  Funktion  w  unendlich  große 
Werte   annimmt,    und   untersuchen,    wie   sich   die   u-   und 
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v-Kurven  in  der  Nähe  eines  solchen  Punktes  verhalten. 
Wir  beschränken  uns  auf  die  einfachsten  Fälle  und  nehmen 
den  betrachteten  Punkt  als  Koordinatenanfang,  so  daß  ihm 
der  Wert  z  =  0  entspricht. 

Dann  kann  w  zunächst  logarithmisch  unendlich  werden, 
also  von  der  Form  sein 

w  =  Ä'  log^  -i-  Äq  +  Äi  0  +  A^  0^  -^  . , .  -\-  ÄnS''  . 

Für  kleine  Werte  von  2 ,  d.  h.  in  der  Nähe  des  Nullpunktes, 
können  wir  dafür  folglich  nehmen 

w  =  Ä  \og0 , 

doch  ist  zu  unterscheiden,  ob  Ä  reell,  rein  imaginär  oder 

komplex  ist. 

Ist  A  reell  und  setzen  wir 

z  =  r  (cos(p  -\-i8inq))  =  r*  e*> , 

so  wird 

w  =  Ä logr  -\-  Ai(p  y 

also  sind  die  Kurvensysteme 
gegeben  durch 

A  logr  =  w  =  konst. 

und 

Acp  =  V  =  konst. 

Die    w- Kurven    sind    mithin 

Kreise  um  den  Nullpunkt,  die 

l^•Kurven  Gerade  durch  denselben  (Fig.  43).     Wir  werden 

übrigens    die    durch    den  Logarithmus  gegebene   Abbildung 

als  Beispiel  noch  genauer  erörtern.     (Vgl.  64.) 

Ist  A  rein  imaginär,  etwa  a  =  itK,  so  wird 

w  =  ifK  logr  —  A  9? , 
und  es  ergibt  sich 

A  9?  =  M  =  konst.     und     A  logr  =  v  =  konst. 

Es  sind  folglich  jetzt  umgekehrt  die  w- Kurven  Gerade,  die 
t;-Kurven  Kreise  (Fig.  44). 

Ist  endlich  der  Koeffizient  von  log^  komplex,  also  von 
der  Form  A  -\-  i  A ,  so  wird 

tu  =^  A  logr  —  A  99  -j-  *  (A  logr  -{-  A<p)  j 


Fig.  43. 
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und  das  Kurvensystem  geht  über  in 

A logr  —  A 9?  =  M  =  konst.    und    A logr  -{•  A(p  =  v  =  konst. 

61.  Bei  einer  algebraischen  Unendlichkeitsstelle  nimmt 
w   im   einfachsten  Falle   die 
Form  an 

Ä 

w  = \- Aq -{- A^  0 -\- Ao  0^ 

z 

+  ...  -VA,,^. 

Für  kleine  Werte  von  z 
dürfen  wir  demnach  die 
Funktion  ersetzen  durch 

A 


w  = 


z 


Bringen    wir    die    komplexe 
Größe  A  auf  Form 


Fig.  44. 


A  =  Q  (cos  a  +  ^  sina)  =  ^  •  e*'« 

und  führen  wir  ein  neues  Koordinatensystem  X',  F'  ein,  welches 
um  den  Winkel  oc  gegen  das  erste  gedreht  ist,  so  wird  (vgl.  49.) 

80  daß  sich  schließlich, 
wenn  wieder  z  statt  z^ 
geschrieben  wird,  die 
einfachere  Darstellung 
ergibt 

Q 


w  = 

=  —  •  (cos  09 

r 

Die     beiden 
Systeme  sind 

—  .  C08Q9 

r 
und 


imn(p)  . 
Kurven- 

u  =  konst 


Fig.  45. 


—  •  8in99  =  V  =  konst. 
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und  stellen  Kreise  vor,  welche  die  Y-  bzw.  X-Achse  zur 
gemeinsamen  Tangente  haben  (Fig.  45).    Dies  folgt  übrigens 
auch  aus  dem  Früheren  (vgl.  47.). 
Ist  w  von  der  Form 

^-^  +  ^  +  ---+^  +  Ji,  +  B,,+  ..., 

so  berühren  die  Kurven  M  =  konst.,  t?  =  konst.  je  Ä;  unter 
gleichen  Winkeln  geneigte  Gerade.  Endlich  würde  die 
Funktion 

w  =  Ä,  +  A\og,  +  ^  +  ^  +  ...+^  +  B,  +  B,,+  ... 

eine  Übereinanderlagerung  dieser  Singularitäten  liefern.  Be- 
treffs weiterer  Ausführungen  verweisen  wir  auf  die  Schrift 
von  Felix  Klein  (5). 

Einige  Beispiele. 
62.  Ist 

w  =  z'^ , 

so  bestehen  zwischen  den  rechtwinkligen  Koordinaten  in 
beiden  Ebenen  die  Beziehungen 

u  ==  x^  —  y"^  y    v=2xy 
V         2xy  X 


u       x^  —  y^ 


-d) 


Dem   System    der  Parallelen  zu  den   Koordinatenachsen  in 
der  TT-Ebene 

u  =  a  ,    V  =  h 

entsprechen  in  der  Z-Ebene  die  gleichseitigen  Hyperbeln 

x^  —  y^  =  a  ,     2xy  =  h  , 

welche  sich  orthogonal  durchsetzen  (Fig.  46  a).    Andererseits 
gehen  die  Parallelen 

X  =  Ä  f    y  =  B 
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der  i^Ebene  über  in  die  Parabeln 

Bringt  man  dieselben  auf  die  Form 

W2  _|.  ^2  =  (^  _  2  J.2)2       bzw.       W2  _|_  ^2  =^  (^  _|.  2  ,^2)2  ^ 

80  erkennt  man,  daß  sie  je  ein  konfokales  System  bilden. 
Der  Nullpunkt  ist  der  gemeinsame  Brennpunkt,  die  [7-Achse 
gemeinsame  Achse.  Das  erste  System  dieser  Parabeln  öffnet 
ich  nach  rechts  in  der  Richtung  der  positiven  u,  das  zweite 
nach  links.  Jede  Parabel  des  einen  Systems  schneidet  jede 
des  andern  orthogonal  (Fig.  46  b). 

Um   die   singulären  Punkte   der  Abbildung  zu  finden, 
bilden  wir 

dw 
dz 

z  =  0 ,  d.  h.  der  Koordinatenanfang  ist  also  ein  singulärer 
Punkt;  ihm  entspricht  der  Nullpunkt  der  TT-Ebene.  In  den 
beiden  Nullpunkten  ist  demnach  die  Abbildung  nicht  mehr 
konform.     Setzen  wir 

z  =  r(cos99  4-  *  sin 99) 
w  =  Q'  (cost^  +  * sint/;)  =  r^ (co82 q)  -\-  i sin2 cp) , 

so  ersieht  man,  daß  irgend  zwei  Richtungen  durch  den  Null- 
punkt der  ^- Ebene  in  zwei  andere  durch  den  Nullpunkt 
der  Tf-Ebene  übergehen,  welche  den  doppelten  Winkel 
einschließen.  Es  bildet  sich  folglich  z.  B.  die  Halbebene, 
welche  zu  Punkten  mit  positiven  y  gehört,  in  die  ganze 
W-Ebene  ab. 

Die  ^f-  bzw.  v-Kurven  durch  den  Nullpunkt  sind 

^2_^2_o     und     2ij;^  =  0, 

also  die  X-  und  Y-Achse,  in  Verbindung  mit  der  Winkel- 
halbierenden, wie  es  sich  für  7o  =  l  aus  59.  ergibt.  Endlich 
entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte  z  ==  00  der  ^-Ebene 
der  imendlich  ferne  Punkt  w  =  00  der  TF-Ebene,  und  beide 
sind  ebenfalls  singulare  Punkte. 
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63,    Um  die  uns  schon  bekannte  Transformation 

1 
w  =  — 

z 

(vgl.  S.  96)  mit  unsern  gegenwärtigen  Hilfsmitteln  zu  unter- 
suchen^  setzen  wir 

z  =  r  *  (COS99  -f  i  sin 99) 

w  =  Q'  (cosY'  -j-  %  sin^^)  =  —  (COS99  —  %  sin  9?) , 


Z- Ebene 


Fig.  46  a. 


80  daß  also 


^  =  7' 


yj  =  -(p 


Das  einfachste  Orthogonalsystem,  das  wir  angeben  können, 
besteht  in  den  Geraden  durch  den  Nullpunkt  der  Z-Ebene 
und  den  Kreisen  um  denselben.  Ihnen  entsprechen  wieder 
Gerade  und  Kreise  der  TF-Ebene  von  der  gleichen  Eigenschaft. 
Um  die  Zuordnung  der  einzelnen  Gebiete  besser  zu  über- 
sehen, sind  in  Fig.  47  a  vier  Kreise  gezeichnet  mit  den 
Radien   ^,  1 ,  2 ,  3 ;    ihnen    entsprechen   in    der   TT- Ebene 
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(Fig.  47  b)  die  vier  Kreise  mit  den  Radien  2,  1,  -l,  ^.  Die 
Geraden  J,  II  bis  VIII  gehen  in  die  gleich  bezeichneten 
des  andern  Feldes  über.  Die  einander  entsprechenden 
Gebiete,  welche  von  diesen  Kreisen  und  Geraden  begrenzt 
werden,  sind  mit  den  gleichen  arabischen  Ziffern  bezeichnet. 


If^^berie 


Fig.  46  b. 

Betrachtet  man  einen  beliebig  gelegenen  Strahlenbüschel 
der  Z-Ebene,  sowie  das  System  der  Kreise,  die  um  seinen 
Mittelpunkt  als  Zentrum  beschrieben  werden  können,  so 
bilden  die  entsprechenden  Kreise  der  PT-Ebene  zwei  ortho- 
gonale Büschel.  Es  mag  als  Übung  empfohlen  werden, 
ähnlich  wie  in  den  Figuren  47  die  entsprechenden  Gebiete 
der  dadurch  entstehenden  Einteilung  aufzusuchen. 

Die  Abbildung  ist  konform;  um  die  Größe  des  Maß- 
stabes zu  erhalten,  bilden  wir 


dw 
dz 


1^ 
z^ 


r2(cos2  9?  +  i  sin  2  9?) 
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-.r—  =  -— •  •  (cos  (ti  —  2cp)  4-  ism(7i  —  2  cp)}  . 
a0        r^    ^ 


Die  Längenänderung  eines  Linienelementes  beträgt  also  —  ^ 

1  ^ 

die  eines  Flächenelementes  —r  :  in  unmittelbarer  Nähe  des 

A.4 


Z  "Ebene 


Einheitskreises  gelegene  Flächenelemente  werden  in  kon- 
gruente abgebildet  (32.).  Ferner  zeigt  die  obige  Formel, 
daß  die  Drehung  eines  Flächenelementes  gegen  das  ent- 
sprechende gegeben  ist  durch  den  Winkel  n  —  29?,  was 
sich  auch  geometrisch  bestätigen  läßt  durch  weitere  Aus- 
führung der  Fig.  26. 

Dem  Nullpunkte   der  Z- Ebene  {z  =  0)   entspricht  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  TF'-Ebene  {w  =  0)  und  dem  Null- 
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punkte  der  TT-Ebene  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Z- Ebene; 
gleichzeitig  wird  für  diese  Werte  von  0  der  Differential- 
quotient -^  0  bzw.  00.  Die  Umgebungen  der  beiden  Null- 
punkte sind  folglich  die  einzigen  Stellen  der  beiden  Ebenen, 
in  denen  die  Konformität  der  Abbildung  eine  Unterbrechung 
erleidet.  Jedes  dieser  Gebiete  wird  in  das  Unendlichferne 
ausgedehnt,  so  daß  eine  unendlich  große  Verzerrung  statt- 
findet. 


W'mf€7ie 


64.    Als    Boif^piel    einer   transzendenten   Funktion    be- 
trachten wir  endlich  noch  die  Abbildung 

w  =  \ogz . 
Setzen  wir 

2  =  r  '  (cos(p  -f  i  sin 99)  =  r  •  e*v  , 
und  ist  k  eine  positive  ganze  Zahl,  so  gilt  die  Beziehung 
g2kni  ^  cos2 kn  +  i8in2k7i  =  1  . 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL  9 
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Multiplizieren  wir   die   rechte  Seite   der   obigen  Gleichung 
noch  mit  dieser  Größe,  so  wird 


also 


w 


log;S  =  logr  -\-  i  ((p  -{-  2  k  7i) , 
=  log(aj  -\-  iy)  =  logy^^TjT^  _|-  i .  arctg  —  . 


Der  natürliche  Logarithmus  einer  komplexen  Größe  ist  also 
unendlich  vieldeutig  mit  der  Periode  2  7ti.  Die  Parallelen 
zur  U-  bzw.  F-Achse  in  der  TF-Ebene  gehen  mithin  über  in 
die  Kurvensysteme 

logy  =  w  =  konst.     und     (p  -{-  2k7i  =  v  =  konst. 


Z-£bene 


Fig.  48  a. 

Wii'  denken  uns  also  zunächst  die  TT-Ebene  in  Streifen 
parallel  zur  ZJ- Achse  von  der  Höhe  2  7i  zerlegt  (Fig.  48  b). 
In  jedem  solchen  Streifen  nimmt  die  Funktion  alle  ihre 
Werte  an,  und  wir  beschränken  uns  in  der  Figur  auf  den 
ersten  Streifen,  der  dem  Werte  Tc  =  Q  entspricht. 

Zeichnen  wir  ein  quadratisches  Netz  in  der  "FT-Ebene^ 
indem  wir  u  und  v  die  Werte 
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geben,  so  erhalten  wir  für  r  und  q>  bzw. 
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Diese  Kreise  und  Gerade  bilden  wieder  ein  isometrisches 
Netz,  d.  h.  für  hinreichend  kleine  Werte  der  Abstände  der 
Parallelen  der  TT- Ebene  teilen  sie  auch 
die  Z-Ebene  in  kleine  Quadrate  (Fig.  48  a). 
Ziehen  wir  in  der  TF- Ebene  irgend 
eine  Gerade,  so  schneidet  diese  alle 
Parallelen  je  unter  dem  nämlichen 
Winkel.  Da  die  Abbildung  konform, 
so  wird  auch  die  der  Geraden  in  der 
Z-Ebene  entsprechende  Kurve  alle  un- 
sere Kreise  und  Gerade  durch  den  Null- 
punkt je  unter  dem  gleichen  Winkel 
schneiden.  Auf  die  Bedeutung  dieser 
Abbildung  für  die  Kartographie  werden 
wir  später  einzugehen  haben  (121.).  In 
den  Figuren  45  sind  noch  für  den  der 
F-Achse  anliegenden  ersten  Parallel- 
streifen die  entsprechenden  Gebiete  der 
beiden  Ebenen  wieder  durch  arabische 
Ziffern  kenntlich  gemacht.     Da  ferner 


dw        1        1  ,  .   .      X 

_  =  -  =  -_- (cos^-*sm9>), 
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Fig.  48  b. 


80  tritt  eine  Unterbrechung  der  Kon- 
formität bloß  für  den  Nullpunkt  (-2^=0) 
und  den  unendlich  fernen  Punkt  {z^<x>) 
ein.  Weitere  Beispiele  findet  man  in 
Holzmüller:  Einführung  in  die  Theorie 
der  isogonalen  Verwandtschaften  und  die  konformen  Ab- 
bildungen, verbunden  mit  Anwendungen  auf  mathematische 
Physik,  Leipzig  1882,  wo  auch  zahlreiche  Literatur  angegeben  ist. 

Anwendungen  in  der  mathematischen  Physik. 
65.  Die  Laplace  sehen  Differentialgleichungen  (4)  S.  114 
spielen    in   den   verschiedensten  Gebieten  der  theoretischen 

9* 
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Physik  eine  Rolle.  Hat  man  z.  B.  ein  System  von  Massen, 
die  nach  dem  Newton  sehen  Gravitationsgesetz  wirken  und 
ist  V  das  Potential  irgend  eines  außerhalb  dieser  Massen 
gelegenen  Punktes,  so  genügt  V  der  Differentialgleichung 

V  =  konst.  stellt  dann  das  System  der  Niveauflächen  vor, 
und  die  Kraftlinien  stehen  überall  senkrecht  auf  ihnen. 
Etwas  Ähnliches  gilt  für  Flüssigkeitsbewegungen,  die  durch 
Kräfte  hervorgerufen  werden,  welche  eine  Kräftefunktion 
besitzen.  Setzen  wir  nämlich  voraus,  daß  die  Bewegung 
ohne  Rotation  vor  sich  geht,  so  existiert  bei  einer  solchen 
Bewegung  ein  Geschwindigkeitspotential  cp ,  d.  h.  die  Ge- 
schwindigkeitskomponenten eines  Teilchens  der  Flüssigkeit 
sind  Differentialquotienten  dieser  Funktion  cp .  Ist  die  Flüssig- 
keit weiter  inkompressibel,  so  genügt  99  der  Gleichung 

d^(p        S^(p        d^(p 

und  man  kann  umgekehrt  behaupten,  daß  jede  Lösung  dieser 
Gleichung  eine  mögliche  Bewegung  der  Flüssigkeit  liefert. 
Betrachten  wir  den  speziellen  Fall,  daß  die  Flüssigkeit 
sich  in  einer  Ebene,  der  XF- Ebene,  bewegt  oder  parallel  zu 
derselben  und  setzen  wir  noch  voraus,  daß  die  Bewegung 
eine  stationäre  ist,  so  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf 

d^(p    ,    ^>  _^ 


welche  direkt  die  Bedingung  dafür  gibt,  daß  die  in  einem 
unendlich  kleinen  Rechteck  mit  den  Seiten  dx  und  dy  ent- 
haltene Flüssigkeitsmenge  unveränderlich  ist.  Jede  Lösung 
dieser  Gleichung  gibt  aber  wieder  eine  mögliche  Bewegung 
der  Flüssigkeit. 

War  nun  w  ^u  -\-  iv  eine  Funktion  von  ^,  so  mußten 
(56.)  sowohl  u  als  v  die  Laplacesche  Gleichung  befriedigen. 
Man  kann  also  den  Satz  aussprechen: 

Sind  X,  y  die  Koordinaten  eines  Flüssigkeits- 
teilchens   und  ist  IV  irgend  eine  (stetige)  Funktion 
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von  ^,  so  liefert  sowohl  der  reelle  Teil  u  als  auch 
der  mit  i  multiplizierte  v  das  Geschwindigkeits- 
potential einer  möglichen  Bewegung. 

Wählen  wir  u  als  Geschwindigkeitspotential,  so  sind 
u  =  konst.  die  Niveaulinien,  y  =  konst.  gibt  unter  dieser 
Voraussetzung  die  überall  zu  den  ersteren  orthogonalen 
Stromlinien,  in  denen  die  Bewegung  oder  Strömung  vor 
sich  geht.  Dementsprechend  sind  in  den  Figuren  42  bis  46 
die  Stromlinien  durch  Pfeile  angedeutet.  Die  Unstetigkeits- 
punkte  von  w  müssen  wir  dann  als  Stellen  auffassen,  in 
denen  die  Flüssigkeit  ein-  oder  austritt  (Quellpunkte),  wie 
z.  B.  in  Fig.  42  und  43,  oder  die  Flüssigkeit  strömt  in 
Kreisen  um  einen  solchen  Punkt  herum,  Fig.  44  (Wirbel 
punkte). 

Helmholtz  (2)  hat  diese  Methode  benutzt,  um  zum? 
ersten  Male  die  Gestalt  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  in 
einem  speziellen  Falle  zu  bestimmen,  und  Kirchhoff  (3) 
gab  dafür  weitere  Beispiele.  Auch  auf  die  Bewegung  der 
Elektrizität  kann  man,  wie  Maxwell  (4)  gezeigt  hat,  diese^ 
Betrachtungen  anwenden  und  ebenso  auf  die  Wärmeströmung, 
in  welch  letzterem  Falle  an  Stelle  des  Potentials  die  Tem- 
peratur tritt. 
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IV.  Kapitel. 

Die  allgemeinen,  birationalen  Transformationen 
in  der  Ebene. 

§  16.    Die  F. -Systeme  und  die  durch  sie  bestimmten 
Kurvennetze. 

Die  festen  Schnittpunkte  der  Kurvensysteme. 

66.  Nachdem  die  linearen  Transformationen,  d.  h.  Kol- 
lineation  und  Korrelation,  sowie  die  quadratischen  Verwandt- 
schaften ausführlich  behandelt  worden  sind,  können  wir  jetzt 
die  allgemeine  Frage  untersuchen: 

Wie  kann  man  zwei  Ebenen  ein-eindeutig  Punkt  für 
Punkt  aufeinander  abbilden,  wenn  einer  geraden  Linie  in 
der  einen  Ebene  als  Ort  in  der  andern  eine  algebraische 
Kurve  von  gegebener  Ordnung  n  entsprechen  soll? 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Ebenen  mit  e  bzw.  e',  so 
muß  also  jedem  Punkte  P  oder  (iCj ,  x^,  x^)  ein  Punkt  P' 
mit  den  Koordinaten  xl^x^jX^  zugeordnet  sein,  welche  sich 
(vgl.  G.  T.  I.  111.)  in  folgender  Form  darstellen; 

(1)  Q  x'i  =  (pi{x^ ,  x^ ,  x^)  .  (^'  =  1 ,  2 ,  3) 

Dabei  sind  die  (pi  eindeutige,  algebraische,  ganze  homogene 
Funktionen  w-ten  Grades.  Diese  rationale  Substitution  führt 
dann  eine  Gerade  a'  der  Ebene  e  ,  deren  Gleichung 

a[x[-\-aix^-[-aixi  =  {) 

ist,  über  in  die  Kurve  w-ter  Ordnung 

(2)  99«  =  %>i +  a^9?2 +  a3>3  =  0. 

Soll  femer  in  der  gleichen  Weise  jedem  Punkte  Xi  ein  und 
nur  ein  Punkt  Xt  entsprechen,  so  müssen  die  Gleichungen  (1) 
auch  nach  x^,  x^ ,  x^  aufgelöst  eine  rationale  Substitution 
liefern,  so  daß  also 

(3)  fiXi  =  ipi{x[y  x^ ,  %0  ,  (i^*  =  1 ,  2  ,  3) 

wo  die  xpi  ganze,  homogene,  rationale  Funktionen  m-ten 
Grades.     Wir  zeigen  zunächst,   daß  jedenfalls   m  =  n   sein 


§  16.    Die  F.-Systeme  und  Kurvennetze.  135 

muß.  In  der  Tat  ordnet  die  Substitution  (3)  einer  beliebigen 
Geraden  l  der  Ebene  «,  d.  h.  der  Gleichung 

eine  Kurve  m-tev  Ordnung  zu 

(4)  y^r  ^kWi-\-  k  W2  +hWs-0, 

und  wegen  der  vorausgesetzten  eindeutigen  Zuordnung  der 
Punkte  der  beiden  Felder  müssen  die  Schnittpunkte  von  a' 
und  rf{"*  den  Schnittpunkten  von  (p^  und  l  bzw.  entsprechen, 
was  nur  möghch  ist,  wenn  m  =  w.  Den  oo^  Geraden  der 
Ebene  s  entspricht  also  das  System  (2)  der  Kurven  q? ,  wie 
es  sich  für  alle  möglichen  Werte  der  Größen  a(,  «2>  ^z  ergibt, 
und  den  Geraden  der  Ebene  e  ist  das  System  (4)  von  Kurven  tp 
zugeordnet. 

Schneiden  sich  nun  zwei  Gerade  a'  und  ¥  der  Ebene  e^ 

a[x[  +  a^x^  +  a'^x^  =  0 
hixi+bixi-^hixi=0 

in  einem  Punkte  P',  so  würden  diesem  Punkte  in  e  die 
n^  Schnittpunkte  der  zwei  Kurven 

Ö1>1   +  «2  9^2  +  %>3  =  0 

entsprechen.  Soll  aber  dem  Punkte  P'  ein  einziger  Punkt  P 
zugewiesen  sein,  so  müssen  von  diesen  w^  Schnittpunkten 
folglich  7^2  —  1  von  vornherein  fest,  d.  h.  für  alle  Kurven 
des  Systems  (2)  gemeinsam  sein.  Auch  die  Kurven  (^^^  =  0, 
<^2  =  0 ,  9^)3  =  0  müssen  durch  diese  festen  Punkte  hindurch- 
gehen; denn  sie  entsprechen  ja  den  Werten  a2=0,  «3=0  usw. 
Ganz  in  der  gleichen  Weise  muß  das  System  (4)  der  Kurven  \p 
n^  —  1  feste  gemeinsame  Durchschnittsprmkte  besitzen. 

67.  Wir  wollen  diese  wichtige  Eigenschaft  der  beiden 
Kurvensysteme  (2)  und  (4)  auch  auf  analytischem  Wege 
ableiten. 

Gehen  wir  aus  von  der  rationalen  Substitution  (1)  und 
setzen  lediglich  voraus,  daß  sie  die  ebenfalls  rationale  Um- 
kehrung (3)  gestattet,  so  erhalten  wir  zunächst  eine  Identität, 
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wenn  wir  in  (1)  die  aus  (3)  sich  ergebenden  Werte  einführen, 
d.  h.  es  wird 

wobei  X'  eine  Funktion   von  x^ ,  x^ ,  x'^ .     Ganz  ebenso  er- 
halten wir  aus  (3)  durch  Einführung  der  Werte  (1) 

WiiR^i  j  9^2  y  <Ps)  ==  ^(-^1  y  ^2  y  ^s) '  ^i  y        (^  =^  1,  2  ,  3) 

wenn  wir  mit  X  eine  Funktion  von  x^ ,  x^ ,  x^  bezeichnen. 
Dann  wird  aber 

«i  9^1  (V^i  y  W2  y  Wi)  +  «2  9^2  iWi  y  W2  >  Wz)  +  «3  9^3  (V^i  ^  Wi  y  V's) 
=  X'  {x[ ,  0:2' ,  ajgO  .  {a[  xi  +  «2'  ^2  +  »3  *'s>  • 

Es    sei  jetzt   l^ ,  I2  ^  ^3    einer   der   Schnittpunkte   der   zwei 
Kurven  99«  und  99?,,  so  daß  er  den  Gleichungen  genügt: 

«i  <Pi  (^1  ^2  ^3)  +  «2  9^2  (^1  ^2  ^3)  +  «3  9^3  (^1  ^2  ^3)  =  0 

^'i^iC^i  ^2  ^3)  +  H<P2{^i  ^2  ^3)  +  H<Ps{^i  I2  ^3)  =  0 . 

Is*i  ^i>  ^2^  ^3  das  aus  (1)  sich  ergebende,  zu  li ,  Ig?  ^s  ge- 
hörige Wertsystem,  so  gelten  auch  die  Beziehungen 

j«l.  =  V.(f.',f.'.f3),  («-1,2,3) 

und  die  beiden  letzten  Gleichungen  liefern  in  Verbindung 
mit  der  obigen  Identität: 

«1 9^1  (V'i  y  W2  y  Wz)  +  <^i  9^2  ( V^i  y  W2  y  Wz)  +  «3'  9^3  (V'i  ^  V^2  y  Wz) 

=  X'iii .  I2' ,  ^3')  W  ^1'  +  «2 12'  +  «3'  ^i)  =  0 

^1 9=^1  iWi  y  W2  y  Wz)  +  M  ^2  (Wi  y  W2  y  V's)  +  H  <Pz  (V^i  y  W2  y  W^) 

=  X'(^; ,  ^.^ ,  ^3')  {M  ii  +  H  ii  +  2^3'  I3')  . 

Diese  beiden  Gleichungen  können   nun  nur  erfüllt  werden 

a)  dadurch,  daß  X'(^i^i^i)  =  0  oder 

b)  indem  die  beiden  Gleicliungen  bestehen: 

Ist  im  ersten  Falle 
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irgend  eine  andere  Kurve  des  Systems  (2),  so  wird 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet  also  ebenfalls,  d.  h.  diese 
Kurve  q\.  geht  auch  durch  ^^ ,  ^2  j  ^3  hindurch. 

Im  Falle  b)  dagegen  geht  die  beliebige  Kurve  cpc  nicht 
durch  diesen  Punkt  1^ ,  I2  ?  &j   ^^^^'  ^^^  entsprechender 

«  =  3 

Punkt  li,  l2>  ^3  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  ^ai$-  =  0 

1=3  «=i 

und  ^bi^i=  0.    Es  ist  also  gezeigt:  Durch  die  sämtlichen 

»=i 
Schnittpunkte  zweier  Kurven  99«  und  99^  des  Systems  (2) 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  gehen  auch  alle  andern  Kurven 
von  (2)  hindurch;  dieser  einzige  variable  Schnittpunkt  da- 
gegen entspricht  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden,  die 
den  Kurven  99«  und  (pt  in  der  andern  Ebene  zugewiesen  sind. 

Die  festen  Punkte,  welche  die  Kurvensysteme  (2)  und  (4) 
gemein  haben,  brauchen  natürlich  nicht  lauter  einfache  Punkte 
für  diese  Kurven  zu  sein.  Allgemeiner  werden  wir  vielmehr 
annehmen  müssen,  daß  ein  solcher  gemeinsamer  Punkt  für 
alle  Kurven  des  Systems  von  höherer,  aber  gleicher  Viel- 
fachheit ist.  Dabei  muß  beachtet  werden,  daß  ein  Punkt, 
in  dem  zwei  i-fache  Punkte  zweier  Kurven  zusammenfallen, 
im  allgemeinen  für  i^  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  zählt 

Ist  demnach  ocy  die  Anzahl  der  einfachen,  «3  die  An- 
zahl der  Doppelpunkte,  . . .  öc,  die  Anzahl  der  i-fachen  Punkte, 
welche  alle  Kurven  des  Systems  (2)  gemein  haben,  so  gilt 
die  Beziehung  ,=m-i 

(5)  *2^'a,i2  =  w2-l. 

f=i 

EQer  ist  die  Summe  über  alle  gemeinsamen  vielfachen  Punkte 
zu  erstrecken,  und  es  wurde  als  größter  möglicher  Wert 
i  =  n  —  1  angegeben,  weil  eine  Kurve  w-ter  Ordnung,  ohne 
zu  zerfallen ,  höchstens  einen  (n  —  l)-fachen  Punkt  besitzen 
kann. 

Ein  Punkt  Ai  von  der  Eigenschaft,  daß  alle  Kurven  (2) 
in  ihm  einen  V-fachen  Punkt  besitzen,  soll  ein  Fundamental- 
Punkt  t-ter  Ordnung  heißen  und  die  Zahl  i  seine  Ord- 
nungszahl. 
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Ganz  in  der  gleichen  Weise  müssen  die  drei  Kurven 
^1  =  0 ,  ^^2=0,  ^pQ  =  0  und  iufolgedessen  dann  sämtliche 
Kurven  des  Systems  (4)  so  viel  feste  Schnittpunkte  gemein 
haben,  daß  für  irgend  zwei  der  Kurven  nur  ein  Schnitt- 
punkt beweglich  bleibt.  Gehen  also  durch  einen  Punkt  AJ 
alle  diese  Kurven  /-mal  hindurch  und  gibt  es  a/  derartige 
F.-Pimkte  in  der  Ebene  s%  so  hat  man 

(50  'Zi/'  =  n'-l. 

wo  die  Summe  über  sämtliche  F.-Punkte  der  Ebene  e/  zu 
erstrecken  ist. 


Die  Kurvensysteme  bilden  je  ein  Netz. 

68.  Aber  noch  eine  Bedingung  müssen  die  Kurven- 
systeme (2)  und  (4)  erfüllen:  Soll  jeder  Geraden  je  eine 
Kurve  dieser  Systeme  entsprechen,  so  ist  es  notwendig,  daß 
durch  zwei  beliebig  angenommene  Punkte  eine  Kurve  des 
betreffenden  Systems  gerade  bestimmt  ist,  wie  ja  auch  durch 
die  zwei  entsprechenden  Punkte  nur  eine  Gerade  gelegt 
werden   kann.     Setzen   wir   als    bekannt   voraus,   daß    eine 

Kurve    n-ter    Ordnung    durch  — -   Punkte    bestimmt 

wird  und  daß  weiter  ein  ^-facher  Punkt  einer  Kurve  hin- 

sichtlich    der   Bestimmung    derselben    für   -^-— — -   Punkte 
zählt,  so  ergibt  sich  demnach: 

(6)  '%^^R  =  !±+^-2 

1  =  1  ^  ^ 

und  entsprechend  für  das  andere  Feld 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,   so  bilden  die  Kurven  (2) 
bzw.  (4)   in  jeder   Ebene   ein   oo^-faches   System    oder   ein 
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Netz.  Durch  VerbinduDg  von  (3)  und  (6)  bzw.  (5')  und  (6') 
folgt  ferner  noch 

(7)  'Z^^,^  =3(n-l) 

(70  'S-/=  3(^-1). 

Nun  übersehen  wir,  worauf  es  bei  Herstellung  einer  Ab- 
bildung der  besprochenen  Art  ankommt:  Wir  haben  drei 
Kurven  99^,  993 ;  9^3  ^^  bestimmen  mit  vielfachen  Punkten, 
welche  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  genügen.  Algebraisch 
besteht  die  Aufgabe  darin,  ganze  Zahlen  i  und  oci  aufzufinden, 
welche  diese  Gleichungen  erfüllen.  Dabei  mag  aber  sofort 
bemerkt  werden,  daß  nicht  jedes  System  von  Zahlen,  das 
diese  Bedingungen  erfüllt,  auch  zur  Bestimmung  von  Kurven 
eines  Netzes  dienen  kann.  Denn  es  ist  möglich,  daß  sich 
keine  Kurve  auffinden  läßt,  welche  die  entsprechenden  viel- 
fachen Punkte  besitzt,  so  z.  B.  wenn  sich  für  ocn-i  ein 
Zahlenwert  >1  ergeben  hat. 

Sind  aber  drei  Kurven  71-ter  Ordnung  99^  von  der  ver- 
langten Eigenschaft  gefunden,  so  bilden  wir  aus  ihnen  das 
Netz  (2)  und  ordnen  jeder  Kurve  desselben  diejenige  Ge- 
rade zu,  welche  die  gleichen  Koeffizienten  besitzt.  Dadurch 
ist  die  ein-eindeutige  Abbildung  vollständig  bestimmt,  und 
das  Kurvennetz  1/^,  der  Ebene  e'  ist  damit  ebenfalls  schon 
festgelegt. 

Ein  Beispiel  mag  diese  Theorie  erläutern.  Wählen  wir 
w  =  2 ,  so  ergibt  sich  oci  =  3,  und  wir  erhalten  die  qua- 
dratische Transformation.  Für  n  =  3  dagegen  werden  die 
Gleichungen  (5)  und  (6)  die  folgenden 

(Xi  -{-  4  (X2  =  S 

«1  +  3  «2  =  7  , 

aus  denen  sich  als  einzige  Lösung  ergibt 

Äi  =  4  ,     ^2  =  1  . 

In  jeder  der  beiden  Ebenen  müssen  also  vier  einfache 
Punkte  und  ein  Doppelpunkt  liegen;  alle  Kurven  dritter 
Ordnung,  welche  durch  diese  fünf  Punkte  einfach  bzw. 
doppelt  hindurchgehen,  bilden,  wie  verlangt  wird,  ein  Netz. 


140     IV.  Die  birationalen  Transformationen  in  der  Ebene. 

Die  F.-Systeme. 

69.  Die  Eindeutigkeit  der  Zuordnung  der  Punkte  der 
beiden  Ebenen  erleidet  eine  Ausnahme  in  den  F.-Punkten. 
Zunächst  werden  nämlich  z.  B.  für  den  F.-Punkt  Ai  die 
Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  mit  Rücksicht  auf 
die  Formeln  (1)  unbestimmt,  da  die  99,  verschwinden.  Ist  A^ 
nun  ein  F.-Punkt  i-ter  Ordnung,  haben  also  die  Kurven  q)i 
in  ihm  einen  i-fachen  Punkt,  so  müssen  auch  alle  Differential- 

quotienten  ~-^   bis  zum  (i  —  l)-ten  für  diesen  Punkt  den 

Wert  0  besitzen.  Betrachten  wir  aber  einen  dem  Punkte  A4 
benachbarten  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  +  dx^ ,  X2  +  dx2 , 
Xq  -f  dxQ  und  suchen  zu  ihm  den  entsprechenden  Punkt  im 
andern  Felde  zu  ermitteln,  so  haben  wir 

(pi(x^  -f  dx^ ,  X2  +  dx^ ,  x.^  -f  dxii) 

nach  dem  Taylor  sehen  Satze  in  bekannter  Weise  zu  ent- 
winkeln.  Beschränken  wir  uns  auf  das  erste  Glied  der  Ent- 
wicklung, so  erhalten  \vir 

wobei  an  Stelle  der  Potenzen  der  Differentialquotienten  die 
höheren  Differentialquotienten  treten,  so  daß  also  z.  B.  statt 

(-x^l   zu  setzen  ist  -^r^-     Nehmen    wir   ferner   an,    daß 
dxil  dx\ 

die  wahren  Koordinaten  Xf   die  Abstände   von   den  Seiten 

des  Koordinatendreiecks   seien,   so  besteht  zwischen  ihnen 

die  Beziehung  (G.  T.  I.  17. 18.) 

axi  -\-hx2  +  cx^  ^  2F , 
also 

a  dx^  -j-  h  dx^  +  c  dx^  =  0  . 

Damit  läßt  sich  dx^  linear  und  homogen  durch  dx^  und  dx^ 

ausdrücken.    Führen  wir  dies  in  den  Ausdrücken  für  Xf  aus, 

so  erhalten  wir  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes 

dargestellt  als  homogene  Funktionen  i-ten  Grades  von  dx^ 

und  dx^   oder  auch  als  nichthomogene  Funktionen  gleichen 

dxt 
Grades  des  Parameters  -,     .     Beschreibt  der  Punkt  in  der 

dx2 
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Ebene  s  um  den  F.-Punkt  Äf  eine  unendlich  kleine  Kurve, 
so  ist  der  Ort  des  entsprechenden  Punktes  in  e^  demnach 
eine  rationale  Kurve  ^-ter  Ordnung  fl.  Wir  nennen  sie 
eine  Fundamental-Kurve  der  Ebene  c'  und  können  uns 
jetzt  auch  so  ausdrücken:  Den  Richtungen  durch  einen 
F.-Punkt  Äi  entsprechen  projektiv  die  einzelnen  Punkte  der 
dem  F.-Punkte  zugewiesenen  F.-Kurve  /?. 

Geometrisch  gestaltet  sich  die  Sache  folgendermaßen. 
Einem  Strahle  h  des  Büschels  Ai  wird  in  «'  ein  gewisser 
Ort  entsprechen.  Mit  irgend  einer  Kurve  q)g ,  welche  einer 
Geraden  g^  von  s^  entspricht,  hat  h  nun  außer  Äi  noch 
»  —  1  Punkte  gemein,  welche  sich  mit  q)g  ändern.  Folglich 
wird  die  der  Geraden  h  entsprechende  Kurve  von  der  Ord- 
nung n  —  i  sein.  Durch  die  F.-Kurve  /?,  welche  allein  dem 
Punkte  Äi  entspricht,  wird  diese  Kurve  {n  —  i)-ter  Ordnung 
zu  einem  Gebilde  n-ter  Ordnung  ergänzt.  Das  einfachste 
Beispiel  bietet  die  quadratische  Transformation. 

In  jeder  Ebene  erhalten  wir  mithin  außer  den  F.-Punkten 
noch  eine  Reihe  von  F.- Kurven.  Die  Punkte  und  die  Kurven 
zusammen  bezeichnen  wir  als  das  Fundamental-System  der 
betreffenden  Ebene.  Es  besteht  nun  aber  zwischen  den 
F.-Punkten  und  F.-Kurven  einer  Ebene  der  Zusammenhang, 
daß  alle  Schnittpunkte  von  F.-Kurven  F.-Punkte  sind. 
Denn  einem  Schnittpunkte  zweier  F.-Kurven  entsprechen 
ja  die  beiden  zugehörigen  F.-Punkte,  also  muß  er  selbst 
ein  F.-Punkt  sein. 

Weiter  haben  die  allgemeinen  Kurven  der  Netze  (2) 
und  (4),  welche  beliebigen  Geraden  entsprechen,  mit  jeder 
F.-Kurve  nur  F.-Punkte  gemein.  Denn  angenommen,  die 
Kurve  9?^,  welche  der  Geraden  a'  der  Ebene  e'  entspricht, 
hätte  mit  einer  F.-Kurve  fj^  welche  dem  F.-Punkte  Äj  zu- 
gewiesen ist,  einen  außerhalb  der  F.-Punkte  gelegenen  Punkt 
gemein,  so  würde  diesem  eine  Richtung  durch  Äj  entsprechen, 
d.  h.  a'  ginge  durch  ÄJy  was  gegen  unsere  Voraussetzung  ist. 

Ferner  werden  die  F.-Kurven  in  den  F.-Punkten  selbst 
wieder  vielfache  Punkte  besitzen,  und  es  ist  leicht,  einen  darauf 
bezüglichen  Zusammenhang  anzugeben.  Die  F.-Kurve  /J, 
welche  dem  F.-Punkte  Äi  entspricht,  möge  durch  den  F.- 
Punkt Äj  der  Ebene  e'  oCij-maX  hindurchgehen.  Dem  F.- 
Punkte Äj  entspricht  die  F.-Kurve  fj.  Allen  Richtungen 
durch  Äj  entsprechen  nun  die  einzelnen  Punkte  von  /},  die 
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Tangenten  an  fi  in  Aj  enthalten  aber  gleichzeitig  Punkte 
von  fif  welche  zu  Aj  unendlich  benachbart  liegen;  da  ferner 
den  Punkten  von  /?  die  Richtuugen  durch  At  entsprechen, 
80  muß  offenbar  fj  ebensooft  durch  Ai  hindurchgehen  als  /J 
durch  Ajj  oder  es  ist 


Die  Jacobische  Kurve  für  jedes  F.-System. 

70.  Ist  ganz  allgemein  aus  drei  Kurven  gleicher  Ord- 
nung ein  Netz  gebildet,  z.  B.  durch  (2)  das  der  Kurven  99, , 
so  kann  man  noch  unendlich  viele  Kurven  in  dem  Netze  be- 
stimmen, welche  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Für  den- 
selben müssen  die  drei  Ableitungen  nach  Xi  verschwinden 
und  durch  Elimination  der  Koeffizienten  a/  aus  diesen  drei 
Gleichungen  ergibt  sich  sofort 


=  0 


dx,   ' 

ex,  ^ 

6x, 

dx,  ' 

dx,  ' 

dcps 
dx2 

^<P1 

^9^2 

d(p^ 

dxs   ' 


dx. 


dxn 


als  Ort  dieser  Doppelpunkte.  Die  linksstehende  Determi- 
nante heißt  die  Jacobische  Determinante  des  Systems,  der 
Ort  die  Jacobische  Kurve  des  Netzes.  Sie  ist  ersichtlich 
vom  Grade  3(n  —  i) .  Man  zeigt  ferner,  daß  sie  einen  *-f achen 
Punkt  aller  Kurven  des  Netzes  selbst  zum  (3  ^  —  1)- fachen 
Punkt  besitzt. 

Dagegen  können  wir  den  Fall  ausschließen,  daß  alle 
Kurven  unseres  Netzes  je  einen  vielfachen  Punkt  besitzen, 
der  außerhalb  des  F.-Systems  liegt. 

Um  dies  für  den  einfachsten  Fall  des  Doppelpunktes 
nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Kurve  (p,  =  0  besitze  im 
Punkte  Xi  einen  Doppelpunkt.  Dann  gelten  für  ihn  die 
Gleichungen 


dx. 


=  0, 


Bx^ 


=  0, 


dx^ 


=  0. 
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Setzen  wir  in  der  Gleichung  (2)  des  Netzes  a^  =  1 ,  so 
wird  eine  benachbarte  Kurve  des  Netzes  gegeben  durch 

<Pi  +  dai  •  9?2  +  dai  .  993  =  0  . 

Sie  wird  dann  einen  Doppelpunkt  besitzen  in  einem  Punkte 
Xi  -\-  dXi  und  es  muß  wieder  sein 

d(p^{Xi  +  dx,)  _j_  ^^,  ^  d(p^{Xi-\-dx,)  _^  ^^,  ^  d (p^{Xi -\- dx,)  _  ^ 


oder 


Bxi  dxi  dXi 

(*  =  1,2,3) 

^^1  4-  ^«' .  i^  4.  ^fl' .  -^  _  0 


Multiplizieren  wir  diese  drei  Gleichungen  bzw.  mit  x^ ,  x^ , 
x^  und  addieren,  so  erhalten  wir 

9?i  +  daii^  .  9?2  +  c?a^  •  993  =  0  . 

Nun  sind  also  da'^  und  dfas  ganz  beliebig,  also  müssen  für 
den  Punkt  Xi  die  Gleichungen 

9^1  =  0  ,     9^2  =  0  ,     9?3  =  0 

erfüllt  sein,  d.  h.  jede  Kurve  des  Netzes  geht  durch  diesen 
Punkt. 

Hätten  alle  Kurven  des  Netzes  einen  r-fachen  Punkt 
außerhalb  des  F.-Systems,  so  zeigt  die  gleiche  Überlegung, 
daß  er  für  jede  Kurve  des  Netzes  noch  ein  (r  —  l)-facher 
wäre.  Es  würde  also  der  Ort  dieser  r-fachen  Punkte  (r  —  1)- 
fach  gerechnet  bei  jeder  Kurve  auftreten,  alle  Kurven  des 
Systems  hätten  diese  Kurve  gemein,  was  wir  ausschließen. 
Bertini  (14)  hat  diesen  Satz  für  lineare  Mannigfaltigkeiten 
von  beliebiger  Ordnung  bewiesen. 

Wenden  wir  nun  die  obige  Betrachtung  auf  unsere 
Netze  (2)  und  (4)  an,  so  ist  zunächst  zu  berücksichtigen, 
daß  die  Kurven  99  imd  \p  rational  sind,  also  die  Maximal- 
zahl -^^ ^ der  Doppelpunkte  besitzen.    Das  folgt 

schon  aus  dem  Umstände,  daß  diese  Kurven  Punkt  für  Punkt 
ein-eindeutig  auf  die  Geraden  der  anderen  Ebene  bezogen  er- 
scheinen und  die  direkte  Betrachtung  bestätigt  dies.    Denn  da 
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^  /^ ■^\ 

ein  i-facher  Punkt  für  — -  Doppelpunkte  zählt,  so  be- 

sitzt  eine  Kurve  des  Netzes  (2)   Singularitäten,  welche  mit 

t  =  n  -  1  ...  .. 

2,  —2 — *'■ 

«■  =  1 

Doppelpunkten  äquivalent  sind.   Aus  (5)  und  (7)  folgt  aber  dann 


—  li  — 

2 


i(i-l)  (n-l)(n-  2) 

7i  ^i  —  K 


Soll  also  eine  solche  Kurve  einen  weiteren  Doppelpunkt  be- 
sitzen, so  muß  sie  in  zwei  Kurven  niederer  Ordnung  zer- 
fallen. Dieses  System  von  zwei  Kurven  kann  dann  aber 
nicht  mehr  eindeutig  auf  eine  Gerade  bezogen  werden,  folglich 
müssen  die  entsprechenden  Geraden  notwendig  durch  einen 
F.-Punkt  gehen.  In  der  Tat  entsprach  ja  z.  B.  einer  Ge- 
raden durch  den  F.-Punkt  Äi  außer  der  F.-Kurve  f!  noch 
eine  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  i.  Es  ist  leicht  zu  zeigen, 
daß  das  System  dieser  beiden  Kurven  in  einem  F.-Punkte 
;-ter  Ordnung  Äj  einen  j-fachen  Punkt  besitzt.  Denn  geht  die 
dem  F.-Punkte  Aj  entsprechende  F.-Kurve  0Cij-ma\  durch  Äi, 
so  wissen  wir,  daß  //  ebensooft  durch  Aj  läuft.  Die  Ge- 
rade h  schneidet  ferner  außer  in  A^  die  F.-Kurve  fj  noch 
in  j  —  oCij  Punkte,  die  mit  h  sich  verändern.  Folglich  geht 
die  der  Geraden  h  entsprechende  Teilkurve  {n  —  i)-ter  Ordnung 
noch  j  —  aij-msd  durch  Aj .  Beide  Kurven  zusammengenommen 
besitzen  demnach  in  Aj  wieder  einen  /-fachen  Punkt;  dagegen 
haben  sie  einen  Doppelpunkt  mehr,  nämlich  den  Schnittpunkt 
der  Kurve  (w  —  i)-ter  Ordnung  mit  der  F.-Kurve  /?,  der 
der  Richtung  h  durch  Ai  entspricht. 

Andererseits  kann  jeder  Punkt  jeder  F.-Kurve  als  Doppel- 
punkt einer  einzigen  zerfallenen  Netzkurve  auftreten. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (7')  besagen,  so  betrachtet,  nichts 
anderes,  als  daß  die  Ordnung  der  Jacobischen  Kurve  3(w  -—  1) 
ist.     Es  folgt  also: 

Die  Jacobische  Kurve  eines  jeden  der  beiden 
Netze  oder  der  Ort  der  Doppelpunkte  von  Kurven 
des  Netzes  ist  identisch  mit  der  Gesamtheit  der 
F.-Kurven  dieses  Netzes. 
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Zahl  der  F.-Punkte. 

71.  Man  beweist  auch,  daß  die  in  (67.)  eingeführten 
Funktionen  X  bzw.  X'  die  Eigenschaft  haben,  daß  das  Pro- 
dukt ihrer  irreduktibeln  Faktoren  je  bis  auf  einen  kon- 
stanten Zahlenfaktor  mit  der  Jacobischen  Kurve  von  e  bzw.  s^ 
übereinstimmen  muß.  Denn  ist  z.  B.  xl  ein  Wertsystem, 
welches  X'  zu  Null  macht,  so  ergeben  sich  dazu  aus  den 
Gleichungen  (3)  bestimmte  Werte  x^^  ^  x^y  x^  und  aus  der 
für  X'  gültigen  Identität  folgt,  daß  diese  Werte  gleichzeitig 
die  Gleichungen 

befriedigen.  Folglich  liegt  der  Punkt  Xi  auf  der  Jacobi- 
schen Kurve  des  Systems  e\  Mit  Rücksicht  auf  die  oben 
erwähnte  Eigenschaft  der  Jacobischen  Kurve  folgt  weiter: 

Die  Gesamtzahl  der  durch  einen  F.-Punkt  i-ter  Ord- 
nung Ai  gehenden  Aste  von  F.-Kiirven  beträgt  3i  —  1. 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  der  soeben  abge- 
leiteten Eigenschaft  der  F.-Kiirven,  wonach  (Xij=(Xji,  so 
können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Durchläuft  man  eine  F.-Kurve  fi  i-ter  Ordnung, 
so  beträgt  die  Summe  der  Durchgänge  durch  die  auf 
ihr  gelegenen  F.-Punkte  3  *  —  1 . 

In  einer  Formel  ausgedrückt  gibt  dies: 

(8)  t2^«,*  =  3i-l 
oder 

Da  femer  die  F.-Kurven  rational  sind  und  ihre  vielfachen 
Punkte  sämtlich  in  den  F.-Punkten  liegen,  so  folgt  noch 

(9)  *  V  ^L*i^Zlil  =  (i  -  1)  (^  -  2) 

Aus  (8)  und  (9)  leitet  man  leicht  ab: 

(10)  t^ah  =  P  +  1 

Doehlemann,  Geometrischo  Transformationen.   II.  10 
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bzw. 

(loo  i^a/l^/^  +  i. 

Irgend  zwei  F.-Kurven  /•  und  fi  können  sich  nur  in 
F.-Punkten  schneiden  und  jede  Kurve  cp  oder  y)  kann  einer 
F.-Kurve  auch  nur  in  F.-Punkten  begegnen;  daraus  gewinnen 
wir  die  Beziehungen: 

(11)  ^^<XiuCiiu  =  i'l. 
(110  ^^ocjk(xlnic  =  j'  -m'  ' 

(12)  k^ioca  =ni  . 

(120  ^Z^'ocJ.^nf. 

Bildet  man  endlich  in  (8)  die  Summe  über  i,  in  (80  die 
Summe  über  alle  j\  so  erhält  man  in  beiden  Fällen  links  die 
Summe  aller  oca  und  es  wird 

oder  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (70 

(18)  X^'^Z*/- 

Es  ist  also  die  Zahl  der  F.-Punkte  in  beiden 
Feldern  die  gleiche  oder  auch  in  jedem  Felde  ist 
die  Zahl  der  F.-Punkte  ebenso  groß  wie  die  Zahl  der 
F.-Kurven. 

Entsprechende  Gebilde. 

72.  Ist  irgend  eine  Kurve  m-ter  Ordnung  K"^  in  der 
Ebene  e  gegeben,  welche  durch  keinen  F.-Punkt  dieser  Ebene 
hindurchgeht,  so  entspricht  ihr  in  e'  eine  Kurve  {mn)-ter 
Ordnung  J?'*"".  Denn  irgend  eine  Gerade  a'  in  e'  hat  mn 
Punkte  mit  ihr  gemein,  da  die  dieser  entsprechende  Kurve  (p^ 
in  so  viel  Punkten  der  K"^  begegnet.  K"^  liefert  ferner  mit 
irgend  einer  F.-Kurve  fj  (Mj)-Schnittpunkte,  also  geht  jK"'"»»» 
durch  einen  F.-Punkt  Aj  (m;)-mal  hindurch.  Besitzt  X^ 
außerhalb  der  F.-Punkte  vielfache  Punkte,  so  entsprechen 
diesen  vielfache  Punkte  der  gleichen  Art  von  K'"^*^ .  Aus 
der  eindeutigen  Beziehung  folgt  wieder,  daß  K"^  und  K'"***^ 
von  gleichem  Geschlechte,  was  sich  auch  durch  die  Berech- 
nung der  Doppelpunkte  von  X'"*»  ohne  Schwierigkeit  ergibt. 

Geht  &  durch  einen  F.-Punkt,  z.  B.  durch  ^, ,  A-mal 
hindurch,   so  sondert  sich   die  F.-Kurve  fl  A-mal  gerechnet, 
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von  dem  entsprechenden  Gebilde  ab  und  es  bleibt  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  mn  —  Xi  übrig,  welche  durch 
einen  F.-Punkt  Aj  noch  (mj  —  X  0Cij)-m&\  hindurchgeht. 

Auch  die  analytische  Betrachtung  zeigt  uns  ohne  weiteres, 
daß  die  Substitution  (3)  einen  Ausdruck  m-ten  Grades  in 
^1  >  ^2  >  ^3  i^  einen  vom  Grade  m  n  überführt  und  daß  der 
Grad  der  neuen  Gleichung  jedenfalls  nicht  größer  als  m  -  n 
sein  kann.  Daraus  können  wir  noch  weitere  Folgerungen 
ziehen.  Verbinden  wir  zwei  F.-Punkte  Ai  und  Ak  durch 
eine  Gerade,  so  kann  dieser  höchstens  eine  Kurve  n-ter  Ord- 
nung entsprechen,  also  muß  i  +  Ä;  <  w  sein  und  die  Kestkurve 
ist  von  der  Ordnung  n  —  {i  -\-  k), 

Ist  i  -\- Je  =  rif  so  muß  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
Ai  und  Aj(  notwendig  eine  F.-Gerade  sein.  Hat  man 
allgemein  eine  Kurve  s-ter  Ordnung,  welche  durch  den 
F.-Punkt  Ai  etwa  öj-mal  hindurchgeht  und  besitzt  die  Summe 
2^0iij  gebildet  für  alle  auf  der  Kurve  gelegenen  F.-Punkte 
den  Wert  sn,  so  ist  diese  Kurve  selbst  eine  F.-Kurve. 

Bestimmung  der  F.-Kurven  durch  die  F.-Punkte. 
73.  Jede  F.-Kurve  ist  durch  die  F.-Punkte,  welche  sie 
enthält,  gerade  bestimmt,  was  sich  schon  daraus  ergibt,  daß 
die  F.-Punkte  ja  das  Netz  der  Kurven  vollständig  bestimmen, 
wodurch  also  auch  die  Jacobische  Kurve,  d.h.  die  Gesamtheit 
der  F.-Kurven  gegeben  sein  muß.  In  derTat  leitet  man  aus 
den  Gleichungen  (8')  und  (9')  sofort  die  weitere  Beziehung  ab: 

«/»(«/»+ 1)       /(i'  +  3) 


^2^ 


womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Ist  also  in  der  einen  Ebene  das  System  der  F.-Punkte 
gegeben  und  besteht  es  aus  oc^  einfachen  Punkten,  0C2  Punkten 
zweiter  Ordnung  usw.  ...  a„_i  Punkten  {n  —  l)-ter  Ordnung, 
so  muß  die  Jacobische  Kurve,  d.  h.  die  Gesamtheit  der  F.- 
Kurven, ebenfalls  bestimmt  sein.  Besteht  sie  aus  oci  Geraden, 
0C2  Kegelschnitten  usw.  .  .  .  a,'_i  Kurven  (w— l)-ter  Ordnung, 
so  wissen  wir  damit,  daß  wir  in  der  andern  Ebene  oci  F.- 
Punkte erster  Ordnung,  oci  F.-Punkte  zweiter  Ordnung  usw. 
. .  ,  (Xn-i  F.-Punkte  (w  —  l)-ter  Ordnung  haben.  Es  sind 
dann  sowohl  (a^,  «g?  •  •  •>  ^n-i)  als  auch  (cxi,  ai,  . .  .,  «n-i)  je 
ein  Lösungssystem    der  Gleichungen   (5)   und  (6)  oder  (50 

10* 
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und  (öO  und  die  beiden  Zahlengruppen  werden  im  allgemeinen 
verschieden  sein.  Sie  sollen  „konjugierte  Systeme"  heißen. 
In  diesem  Falle  ist  das  F.-System  des  einen  Feldes  von  dem  des 
andern  verschieden.  Speziell  können  auch  die  beiden  Zahlen- 
gruppen zusammenfallen  in  eine  zu  sich  selbst  konjugierte 
Losung;  dann  sind  die  beiden  F.-Systeme  gleicher  Art,  wie 
wir  dies  in  dem  Beispiele  für  n  =  3  gesehen  haben.  Hier 
besteht  die  Jacobische  Kurve  in  jedem  der  beiden  Felder 
aus  vier  Geraden,  den  Verbindungslinien  des  F.-Punktes 
zweiter  Ordnung  mit  den  vier  F.-Punkten  erster  Ordnung 
und  aas  einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  fünf  F.-Punkte 
bestimmt  wird.  Beispiele  für  das  Auftreten  verschiedener 
F.-Systeme  werden  wir  sogleich  kennen  lernen. 

Die  Cremonaschen  Transformationen  bis  w  =  10  . 
74.  Luigi  Cremona  (3)  hat  die  Theorie  der  ein- 
deutig umkehrbaren  rationalen  Substitutionen  der  Ebene  in 
allen  wesentlichen  Punkten  entwickelt  und  bis  n  =  10  die 
wirklich  brauchbaren  Lösungen  gegeben.  Die  genannten  Sub- 
stitutionen werden  daher  auch  als  Cremonasche  Trans- 
formationen bezeichnet.  Cayley  (8)  und  Roberts  (11) 
fügten  gewisse  Ergänzungen  hinzu.  Wir  geben  im  folgenden 
diese  Lösungen  wieder  und  bemerken,  daß  konjugierte 
Systeme,  wie  sie  von  w  ==  6  an  auftreten,  je  durch  eine 
IQammer  am  oberen  und  unteren  Ende  der  Vertikalreihe 
als  zusammengehörig  bezeichnet  sind. 
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n  beliebig 


Das  letzte  Schema  liefert  für  jedes  n  eine  Lösung;  die 
Größen  «g,  Äg,  .  .  .,  a„_2,  welche  sämtlich  Null  sind,  wurden 
in  demselben  weggelassen.  Den  Geraden  einer  jeden  Ebene 
entsprechen  in  der  andern  Kurven  w-ter  Ordnung,  welche 
einen  {n  —  1  )-f ach en  Punkt  und  2(n  —  1)  einfache  feste  Punkte 
besitzen.  Auf  diesen  Fall  hat  schon  de  Jonquiferes  (1)  in 
einer  kurzen  Notiz  hingewiesen  und  denselben  später  (4) 
ausführlicher  behandelt.  Diese  Punktverwandtschaft  wird  des- 
wegen als  „Jonquieres  sehe  Transformation"  bezeichnet. 
Eine  rein  geometrische  Erzeugung  gibt  Cremona  (3)  in  der 
ersten  seiner  beiden  Arbeiten.  Denken  wir  uns  eine  Raumkurve 
(w— l)-ter  Ordnung  R"-^  und  eine  Gerade  s„_2,  welche  n—2 
Punkte  mit  ihr  gemein  hat*).  Die  beiden  Ebenen  s  und  e' 
seien  beliebig  im  Räume  gelegen.  Zu  irgend  einem  Punkte  P 
von  s  finden  wir  nun  den  entsprechenden  P'  auf  e^  ver- 
mittels folgender  Konstruktion.  Durch  P  gibt  es  eine  einzige 
Gerade,  welche  B^~^  und  s„_2  gleichzeitig  trifft.  Denn  der 
aus  P  die  P"-^  projizierende  Kegel  {n  —  l)-ter  Ordnung  hat 
mit  der  Ebene  {Psn-2)  außer  den  durch  die  festen  Schnitt- 
punkte von  P"-^  und  Sn-2  gehenden  Strahlen  bloß  noch  eine 
Schnittgerade  gemein.  Diese  schneidet  aus  e'  den  entsprechen- 
den Punkt  P'  aus.  Es  ist  leicht,  die  F.-Systeme  in  beiden 
Feldern  zu  ermitteln.  Zunächst  liefert  die  Sehne  s„_2  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  e  und  e'  die  F.-Punkte  (w  —  l)-ter 
Ordnung  ^_i  bzw.  Än-i.  Der  die  P"~^  aus  diesem  Punkte 
bzw.  projizierende  Kegel  (n  —  l)-ter  Ordnung  schneidet  die 
andere  Ebene  in  der  entsprechenden  F.-Kurve  (n  —  l)-ter 
Ordnung.  Ferner  hat  die  P"-^  sowohl  mit  der  Ebene  e  als 
auch  mit  «'  je  n— 1  Punkte  Ä{j  A\,  . .  .,  A^'^  bzw.  ^iS 
A\^ ,  .  .  .,  A'^~^  gemein.  Bezeichnen  wir  weiter  die  Schnitt>- 
linie  der  beiden  Ebenen  mit  g ,  so  mögen  die  Verbindungs- 
strahlen J.„_i  A\j  A„_^Alf  . . .,  An_iAl-^  der  Geraden  g  in 

*)  Wie  man  überhaupt  auf  einen  Hyperboloid  Kaumkurven 
von  der  Ordnung  oc  -\-  ß  bestimmt,  welche  die  Erzeugenden  der 
einen  Schar  je  in  ä  ,  die  der  andern  Schar  je  in  ß  Punkten  treffen, 
wird  später  (102.)  auseinanderzusetzen  sein- 
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den  Punkten  AjS  AP,  . . .,  Ai^'S  die  Verbindungslinien 
Ji,^tÄi\  A„.^A[^,  . . .,  J[;_i^i«-^  dagegen  der  Geraden  g 
in  den  Punkten  Aj,  Af ,  .  .  .,  k\~^  begegnen.  Dann  sind,  wie 
auch  geometrisch  leicht  zu  erkennen  ist, 

Jl        AI  An-l         Al       a2  A«-1 

JL'^  f   JLij  .  .  .  y   J±i        ,      Ml  ,    Al  ,  .  .  .  ,    Al 

die  2{«  —  l)-einfachen  F.-Punkte  der  Ebene  e,  während 

die  F.-Punkte  erster  Ordnung  im  andern  Felde  werden.  Man 
kann  diese  Erzeugung  als  eine  Art  Verallgemeinerung  der 
Steiner  sehen  Erzeugung  der  quadratischen  Transformation 
(vgl.  S.  35)  betrachten.  Doch  sind  für  w  >  3  die  Felder, 
welche  man  durch  die  geometrische  Erzeugung  erhält,  in- 
sofern etwas  spezialisiert,  als  {n  —  1)  der  F.-Punkte  erster 
Ordnung  je  auf  einer  Geraden  liegen. 

Auch  für  den  Fall,  daß  n  von  einer  der  Formen  2p, 
2jp  +  l,  3i),  3p  +  l,  3i?  +  2,  4i),  4i)+l,  4p  +  2, 
4  j?  -f-  3  hat  Cremona  Lösungen  angegeben.  Ganz  allgemein 
das  Problem  zu  lösen  ist  aber  bisher  nicht  gelungen. 

Ein  Satz  über  ungleichartige  F.-Systeme. 

75.  Betrachten  wir  in  den  obigen  Tabellen  konjugierte 
Systeme,  so  finden  wir,  daß  zwei  derartige  Reihen  von  Zahlen 
sich  bloß  in  der  Anordnung  unterscheiden,  daß  aber  die 
Zahlen  selbst  die  gleichen  sind.  C  leb  seh  (9)  hat  dies  in 
der  Tat  allgemein  bewiesen. 

Fassen  wir  in  einer  der  beiden  Ebenen  die  sämtlichen 
F.-Kurven  einer  bestimmten  Ordnung  i  ins  Auge,  die  wir 
als  eine  Gruppe  bezeichnen  wollen,  so  leuchtet  ein,  daß  jede 
dieser  Kurven  in  dem  F.-System  ganz  die  gleiche  Rolle  spielt. 
Greifen  wir  weiter  in  der  nämlichen  Ebene  die  F.-Punkte 
einer  bestimmten  Ordnung  heraus,  so  wird  irgend  eine  Kurve 
der  ersten  Gruppe  durch  die  Punkte  dieser  zweiten  Gruppe 
von  Punkten  verschieden  oft  hindurchgehen.  Ordnen  wir 
diese  Zahlen  oca  etwa  der  Größe  nach,  so  ist  damit  eine  ge- 
wisse Anordnung  der  F.-Punkte  der  zweiten  Gruppe  gegeben. 
Bilden  wir  jetzt  irgend  eine  andere  Permutation  aus  den 
F.-Punkten,  und  schreiben  dazu  die  gleiche  Reihe  der 
5iahlen  «,*,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  beiden  Gruppen 
gegeneinander,  daß  eine  F.-Kurve  der  ersten  Gruppe  vor- 
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banden  sein  muß,  welche  diesem  zweiten  Arrangement  eut>- 
spricht.  Die  Zahl  der  Permutationen  der  F.-Punkte  gibt 
demnach  die  Anzahl  der  F.-Kurven  der  ersten  Gruppe  und 
diese  Anzahl  ist  größer  als  die  der  F.-Punkte  der  zweiten 
Gruppe.  Denn  die  Zahl  der  Permutationen  aus  n  Elementen 
ist  im  allgemeinen  größer  als  n. 

Gehen  wir  jetzt  zu  der  andern  Ebene  über,  so  ent^ 
sprechen  den  F.-Kurven  F.-Punkte  und  den  F.-Punkten 
F.-Kurven.  Ganz  die  gleiche  Überlegung  führt  uns  nun  zu 
dem  Schlüsse,  daß  die  Zahl  der  F.-Punkte  der  ursprünglich 
betrachteten  zweiten  Gruppe  gleich  der  Zahl  der  Permutationen 
der  F.-Kurven  der  ersten  Gruppe,  folglich  größer  als  die 
Zahl  dieser  F.-Kurven.  Dieser  Widerspruch  läßt  sich  nm- 
durch  die  eine  oder  andere  der  folgenden  Annahmen  be- 
seitigen : 

a)  Jede  F.-Kurve  der  ersten  Gruppe  geht  durch  alle 
F.-Punkte  der  zweiten  gleich  oftmal  (Null  mit  ein- 
geschlossen) hindurch; 

b)  jede  F.-Kurve  der  ersten  Gruppe  geht  durch  alle 
F.-Punkte  der  zweiten  Gruppe  mit  Ausnahme  eines 
einzigen  gleich  oft  hindurch. 

Im  ersten  Falle  können  wir  aus  der  Zahl  der  F.-Punkte 
der  zweiten  Gruppe  keinen  Schluß  ziehen  in  betreff  der  An- 
zahl der  F.-Kurven  der  ersten  Gruppe,  im  Falle  b)  dagegen 
muß  notwendig  die  Zahl  der  F.-Kurven  der  ersten  Gruppe 
=  der  Zahl  der  F.-Punkte  der  zweiten  Gruppe  sein.  Die 
beiden  Gruppen  mögen  als  koordiniert  bezeichnet  werden. 

Noch  genauer  wird  der  Zusammenhang  zweier  solchen 
Gruppen  durch  folgenden  Satz  von  Bertini  (13)  zum  Aus- 
druck gebracht:  Geht  eine  F.-Kurve  durch  die  F.-Punkte 
der  koordinierten  Gruppe  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
co-mal  hindurch,  durch  diesen  einzigen  aber  co'-mal,  so  gilt 
die  Beziehung 

Cü'  =  ft)  +  1  . 

Greifen  wir  nämlich  zwei  F.-Kurven  der  Gruppe  heraus,  so 
ist  zunächst  nach  Gleichung  (11)  auf  S.  146 

Nun  gehen  die  beiden  F.-Kurven  durch  jeden  F.-Punkt 
gleich  oft  hindurch  mit  Ausnahme  der  beiden,  durch  welche 
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jede  bzw.  co'-mal  hindurchgeht.  Führen  wir  also  links  die 
Summe  t^aJi  ein,  welche  für  alle  auf  einer  F.-Kurve  ge- 
legene F. -Punkte  gebildet  wird,  so  ist 

*2öC?A  -  0)2  -  co'2  +  2  CO  ö)'  =  ^2 

und  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (10)  folgt  daraus 
(co'  —  Cü)2  =  1  . 

Zu  jeder  Gruppe  von  F.-Kurven  gibt  es  ferner  immer 
eine  und  nur  eine  koordinierte  Gruppe  von  ebensoviel 
F.-Punkten.  Denn  gäbe  es  zu  einer  Gruppe  von  F.-Kurven 
keine  koordinierte  Gruppe  von  F.-Punkten,  so  müßte  irgend 
eine  Gruppe  von  F.-Punkten  zu  dieser  Gruppe  von  F.-Kurven 
in  der  unter  a)  erwähnten  Beziehung  stehen,  d.  h.  jede  F.-Kurve 
der  gegebenen  Gruppe  ginge  durch  alle  F.-Punkte  dieser 
Gruppe  gleich  oft  hindurch.  Nun  bestimmen  aber  die  F.- 
Punkte die  F.-Kurven;  aber  es  gelingt  bei  dieser  Annahme 
nie,  die  verschiedenen  F.-Kurven  der  gegebenen  Gruppe  zu 
bestimmen.  Wir  gerateu  immer  in  Widersprüche,  außer  wenn 
wir  annehmen,  daß  die  gegebene  Gruppe  nur  in  einer  einzigen 
F.-Kurve  besteht. 

Wären  andererseits  einer  Gruppe  von  F.-Kurven  zwei 
Gruppen  von  F.-Punkten  koordiniert,  so  würde  zwischen  den 
F.-Punkten,  die  der  gleichen  F.-Kurve  zugewiesen  sind,  eine 
Zuordnung  hergestellt,  wodurch  das  Prinzip  der  Symmetrie 
in  bezug  auf  diese  F.-Punkte  verletzt  würde.  Demnach  ent- 
spricht jeder  Gruppe  von  F.-Punkten  als  koordinierte  Gruppe 
eine  gleichgroße  Anzahl  von  F.-Kurven  in  der  gleiclien 
Ebene  und  da  diesen  F.-Kurven  im  andern  Feld  F.-Punkte 
entsprechen,  so  gehört  zu  jeder  Zahl  a,  von  F.-Punkten 
(««•  >  1)  in  der  einen  Ebene  eine  gleich  große  aj  in  der 
andern  Ebene.  Da  ferner  nach  (18)  die  Gesamtzahl  der 
F.-Punkte  in  beiden  Feldern  die  gleiche  ist,  so  folgt  nach 
Abzug  der  in  Gruppen  auftretenden  F.-Punkte,  daß  auch 
die  einzeln  auftretenden  in  gleicher  Zahl  vorhanden  sind.  Es 
unterscheiden  sich  also  in  konjugierten  Systemen  oder  bei 
ungleichartigen  F.-Systemen  die  ä,  von  den  a/  nur  durch 
die  Anordnung. 

Clebsch  hat  auch  noch  den  Satz  bewiesen,  daß  das 
Quadrat  der  aus  den  oca  gebildeten  Determinante  den 
Wert  w2  hat. 
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§  17.    Zurückführung  einer  Cremona  sehen 

Transformation  auf  eine  Foige  von  quadratischen 

Transformationen. 

Ein  Satz  über  die  drei  F.-Punkte  von  der  höchsten 

Ordnung. 

76.  Bevor  Cremona  seine  Theorie  der  allgemeinen  um- 
kehrbar eindeutigen  Substitutionen  entwickelt  hatte,  war  man 
der  Meinung  gewesen,  die  quadratischen  Transformationen 
seien  die  allgemeinsten,  eindeutigen,  nichtlinearen  Punkt- 
verwandtschaften. Das  Irrtümliche  dieser  Auffassung  ergibt 
sich  ohne  weiteres  aus  der  Tatsache,  daß  man  durch  Wieder- 
holung quadratischer  Transformationen  eindeutige  Punkt- 
transformationen von  beliebig  hohem  Grade  erhalten  kann. 
Haben  wir  nämlich  eine  Ebene  e'  quadratisch  auf  eine 
Ebene  e  abgebildet  und  beziehen  weiter  e  quadratisch  auf 
eine  neue  Ebene  e'',  so  wird  dadurch  auch  die  erste  Ebene  e/ 
auf  e"  bezogen,  und  zwar  durch  eine  Transformation  vierter 
Ordnung.  Denn  einer  Geraden  in  e'  entspricht  zunächst  ein 
Kegelschnitt  in  e  und  diesem  in  e"  eine  Kurve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  in  den  Ecken  des  F.- 
Dreiecks und  drei  weiteren  festen  einfachen  Punkten.  Offenbar 
gelangt  man,  auf  diese  Weise  fortfahrend,  zu  Cremona  sehen 
Transformationen  von  der  Ordnung  2^,  wo  Ic  eine  positive 
ganze  Zahl.  Wählt  man  aber  in  dem  angeführten  Beispiel 
die  beiden  in  der  Ebene  e  befindlichen  Hauptdreiecke  so, 
daß  sie  eine  Ecke  gemein  haben,  so  geht  eine  Gerade  der 
ersten  Ebene  in  eine  Kurve  dritter  Ordnung  in  der  dritten 
Ebene  über,  so  daß  man  als  Resultat  dieser  zwei  quadratischen 
Abbildungen  die  Transformationen  dritter  Ordnung  (w  =  3 
S.  148)  erhält.  Man  kann  demnach  Transformationen  der  ver- 
schiedensten Ordnungen  als  Resultat  der  Anwendung  von 
sukzessiven  quadratischen  Umformungen  ableiten:  immerhin 
wäre  es  aber  möglich,  daß  man  dadurch  doch  nur  zu  speziellen 
Cremona  sehen  Transformationen  gelangt.  Dies  ist  nun  nicht 
der  Fall;  vielmehr  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  quadra- 
tischen Transformationen  und  den  allgemeinen  Cremonaschen 
ein  so  inniger,  daß,  wie  wir  jetzt  nachweisen  wollen,  auch 
umgekehrt  der  von  Clifford(7)  angegebene,  von  Noether  (5) 
bewiesene  Satz  gilt: 
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„Jede  Cremonasche  Transformation  kann  durch 
eine  Reihe  von  quadratischen  Transformationen  er- 
setzt werden." 

In  der  Tat,  zwischen  zwei  Ebenen  e  und  e  sei  eine 
Cremonasche  Transformation  irgend  welcher  Art  hergestellt 
und  Ar,  Äs^  At  seien  drei  F.-Punkte  von  den  Ordnungen  r,  s,  t 
in  £.  Die  Ebene  e  wollen  wir  nun  quadratisch  auf  eine 
neue  Ebene  e"  abbilden  und  dabei  das  eine  Hauptdreieck 
mit  ^r^^f  zusammenfallen  lassen,  während  das  Hauptdreieck 
in  e"  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann.  Zur  vollständigen 
Bestimmung  dieser  quadratischen  Transformation  ist  dann 
nach  15.  noch  die  Angabe  zweier  entsprechenden  Punkte  JF 
und  P'  nötig.  Einer  Geraden  in  s'  entspricht  nun  eine 
Kurve  w-ter  Ordnung  in  e  und  diese  wird  durch  die  quadratische 
Transformation  in  eine  von  der  Ordnung 

m  =  2n~{r  -{-  s  -\-t) 

in  e'  übergeführt.  Dann  wird  aber  dadurch  oflPenbar  auch 
zwischen  e'  und  e''  eine  Cremonasche  Transformation  von 
der  Ordnung  m  hergestellt,  die  wir  kurz  durch  (7"*  bezeichnen 
wollen,  während  für  die  quadratische  Transformation  zwischen 
^"  und  e  das  Symbol  ^^  und  für  die  gegebene  Transformation 
zwischen  e'  und  e  das  Symbol  C"  Verwendung  finden  mögen. 
Diese  letztere  Punktverwandtschaft  kann  man  nunmehr  aber 
auch  erhalten,  indem  man  von  e'  vermöge  C"^  zu  e"  und 
von  e"  mittels  Q"^  zu  e  übergeht,  oder  symbolisch  geschrieben 

Eine  Vereinfachung  ergibt  sich  durch  diese  Betrachtung  nur 
dann,  wenn  m  <n  ist  oder  r  -\-  s  -{-  ty  n.  Dies  läßt  sich 
aber  durch  passende  Wald  der  drei  F.-Punkte  Ar,  As,  At 
immer  erreichen  auf  Grund  des  folgenden  Satzes: 

Die  Summe  der  drei  höchsten  Ordnungszahlen 
von  F.-Punkten  einer  Cremona sehen  Transformation 
ist  stets  größer  als  der  Grad  n  der  Transformation. 

77,  Es  seien  also  jetzt  r^Syt  die  größten  Ordnungs- 
zahlen, so  daß 

(1)  r^s^t. 
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Bilden  wir  die  Summen  (5)  und  (7)  aber  mit  Ausschluß  der 
beiden  größten  Zahlen  s  und  t,  so  wird 

k=r 

y^ocjlc  =  S{n  —  1)  ■—  s  ~  t 

k  =  l 

und 

»=r 

^OCk  JC^  =  W"  -  1  -  .S2  _  ^2  . 

/c=l 

Multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung  mit  r  und  subtrahieren 
davon  die  zweite,  so  ist  irgend  ein  Glied  der  linken  Seite 
von  der  Form  ]c(r  —  Je)  ocjc,  also  wegen  r  >  Ä  stets  positiv, 
folglich  steht  auch  auf  der  rechten  Seite  ein  positiver  Aus- 
druck, d.  h.  man  hat: 

(2)  r(3n  -  3  -  s  -  t)  >  n^-  -  1  -  s^  -P . 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wäre  r  -\-  s  -{- 1  kleiner  oder  gleich 
fiy  also 

(3)  n  =  r-j-s-}-t-{-x  y 

wo  X  eine  positive  ganze  Zahl  oder  auch  Null,  so  liefert 
diese,  in  (3)  eingesetzt, 

(4)  2  r^  —  3r-{-Srx>2  st -1-^2  x(r-{-S'i-t)-\-x^  . 

Es  ist  aber  nach  der  Voraussetzung  (1)  sicher  r^  Kst  und 
1  <  3  r ,  da  r  ja  mindestens  gleich  der  Einheit,  folglich 

2r2-f  l<2s^+3r 
oder 

(5)  2r2_3r<2s^-l  . 
Femer  ist  wegen  (1) 

3r<r  +  s-\-t, 
mithin  auch 

3rx  <{r  -1^  s  -\-  t)x 
und  um  so  mehr 

(6)  Srx<2{r-{-s  +  t)x-{-x^  . 

Durch  Addition  von  (5)  und  (6)  folgt  dann  aber,  daß  Glei- 
chung (4)  für  keinen  positiven  Wert  von  x  und  auch  nicht 
für  X  =  0  bestehen  kann,  demnach  ist  auch  (3)  unmöglich 
und  es  muß  notwendig  sein: 

r  -\-  s  -^  t>  n  . 
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Die  Zurückführung  einer  Cremonaschen  Trans- 
formation auf  quadratische  Transformationen. 

78.  Nehmen  wir  nun  im  obigen  Falle  an,  die  F.-Punkte  Ar , 
A^y  Ai  seien  für  die  (7"  diejenigen  von  der  größten  Ordnung, 
80  wird  die  Transformation  O'*  von  niedrigerer  Ordnung,  da 
m  <  w  ist.  Diese  neue  Cremonasche  Transformation  O* 
läßt  sich  aber  wieder  in  der  gleichen  Weise  auf  eine  quadra- 
tische und  eine  Cremonasche  Transformation  reduzieren, 
welch  letztere  von  einer  Ordnung  sein  muß,  die  <m  ist. 
Auf  diese  Weise  muß  es  möglich  sein,  die  gegebene  Trans- 
formation schließlich  in  eine  Reihe  von  quadratischen  Ver- 
wandtschaften aufzulösen.  Natürlich  kann  auch  eine  Trans- 
formation erster  Ordnung,  d.h.  eine  Kollineation,  als  Ausartung 
der  quadratischen  Transformation  in  dieser  Reihe  vorkommen. 
Analytisch  besagt  dies,  daß  sich  die  Gleichungen  einer 
Cremonaschen  Transformation  aus  den  Gleichungen,  wie  sie 
die  quadratische  Verwandtschaft  darstellen,  zusammensetzen 
lassen. 

Ein  Beispiel  mag  noch  eine  Stelle  finden:  wir  wollen 
die  Transformation  fünfter  Ordnung,  welche  nach  unserm 
Schema  (siehe  S.  148)  durch  die  Zahlen 

a-L  ==  3  ,      ÖCg  =  3  ,      «3  =  1 

gegeben  ist,  auf  quadratische  Transformationen  zurückführen. 

Die  beiden  gegebenen  Ebenen  seien  e'  und  e,  in  der 
letztern  mögen  die  F.-Punkte  erster  Ordnung  A^y  B^,  C^, 
die  F.-Punkte  zweiter  Ordnung  ^g  ^  ^2  >  ^2  ^^^  ^^^  F.-Puukt 
dritter  Ordnung  A.^  gelegen  sein.  Wir  beziehen  zunächst 
die  Ebene  e  durch  eine  quadratische  Transformation  Q^  auf 
eine  neue  Ebene  e"  und  wählen  in  e  das  Dreieck  A^A^B,^ 
als  Hauptdreieck  X^X^X^y  während  das  Hauptdreieck  Y^  Y^  F3 
in  e"  beliebig  angenommen  werden  kann.  Dann  geht  das 
Netz  der  Kurven  fünfter  Ordnung  in  ein  solches  von  Kurven 
dritter  Ordnung  in  e"  über.  Der  Doppelpunkt  Z^  derselben 
entspricht  in  der  Transformation  Q'^  dem  Punkte  C^ ,  die 
vier  festen  einfachen  Punkte  sind  der  Hauptpunkt  Y^  sowie 
die  Punkte  Zg ,  Zg ,  Z^y  welche  in  §2  ^^^  F.-Punkten  A^ , 
B^  y  Gl  entsprechen. 

Die  Ebene  e"  beziehen  wir  jetzt  durch  eine  quadratische 
Transformation  jR^  auf  eine  neue  Ebene  «''';  als  Hauptdrei- 
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eck  in  e"  dient  das  Dreieck  Z^  Z^  Z^ ,  während  das  Haupt- 
dreieck F1F2F3  von  e'"  beliebig  angenommen  wird.  Das 
Netz  der  Kurven  dritter  Ordnung  verwandelt  sich  vermöge 
J?2  in  ein  System  von  Kegelschnitten,  die  alle  durch  F^ 
gehen  sowie  durch  die  zwei  Punkte,  welche  den  Punkten  Y^ 
und  Z^  in  If^  entsprechen.  Dann  kann  aber  das  Geraden- 
netz von  e'  durch  eine  quadratische  Transformation  S^  auf 
dies  Kegelschnittnetz  in  e"'  bezogen  werden  und  die  ge- 
gebene Transformation  fünfter  Ordnung  C^  ist  als  die  Folge 
von  drei  quadratischen  Verwandtschaften  dargestellt,  indem 
man  von  e'  zu  e"%  e"  und  e'  übergeht  nach  der  Formel 

Die  der  größeren  Übersichtlichkeit  wegen  „eingeschalteten" 
Ebenen  e'\  e'"  . .  .  kann  man  natürlich  auch  mit  einer  der 
gegebenen  Ebenen  zusammenfallen  lassen;  ferner  ergibt  sich 
noch  eine  Vereinfachung,  wenn  man  statt  der  allgemeinen 
quadratischen  Transformationen  die  spezielle,  involutorische 
(S.  44)  verwendet,  für  welche  die  beiden  Hauptdreiecke  sich 
decken. 

Transformationen  mit  zusammenfallenden 
F.-Punkten. 

79.  Die  soeben  durchgeführten  Betrachtungen  können 
ihre  Gültigkeit  verlieren  bei  Transformationen,  in  denen  sich 
mehrere  F.-Punkte  in  einen  vereinigt  haben,  wie  sie  z.  B. 
bei  der  Abbildung  von  Flächen  auf  eine  Ebene  auftreten. 
Einfache  Beispiele  dieser  Art  haben  wir  in  §  5  bereits  kennen 
gelernt.  Es  können  dann  F.-Kurven  zerfallen  oder  mehr 
F.-Punkte  enthalten,  als  zu  ihrer  Bestimmung  nötig  ist 
Würden  z.  B.  von  den  drei  F.-Punkten  höchster  Ordnung 
zwei  sich  in  bestimmten  Richtungen  dem  dritten  unendlich 
nähern,  so  könnten  durch  diese  drei  Punkte  nicht  zerfallende 
Kegelschnitte  überhaupt  nicht  gelegt  werden.  Trotzdem  bleibt 
der  Satz  von  der  Darstellung  einer  Cremona  sehen  Trans- 
formation als  einer  Reihenfolge  von  quadratischen  Trans- 
formationen ganz  allgemein  gültig.  Noether  (5)  gab  einen 
Beweis  für  denselben,  aber  erst  1901  bemerkte  Segre  (18), 
daß  derselbe  eine  Lücke  enthielt,  und  Castelnuovo  (19) 
bewies  im  Anschluß  daran   diesen  Satz  auf  eine  alle  Fälle 
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umfassende  Weise.  Wir  müssen  uns  darauf  beschränken,  den 
Gedankengang  anzudeuten.  Fürs  erste  läßt  sich  ohne  große 
Schwierigkeit  zeigen,  daß  jede  Jonquieressche  Transfor- 
mation M-ten  Grades  in  eine  Reihe  von  quadratischen  auf- 
gelöst werden  kann,  auch  wenn  die  einfachen  F.-Punkte  alle 
oder  zum  Teil  in  den  (w  —  1)- fachen  Punkt  gerückt  sind. 
Zweitens  gelingt  es,  jede  Cremonasche  Transformation  durch 
eine  Reihe  von  Jonquieres  sehen  Transformationen  darzustellen, 
indem  folgender  Satz  bewiesen  wird :  Jedes  lineare,  wenigstens 
c»2-fache  System  von  rationalen,  irreduktiblen  Kurven  kann 
vermittels  Jonquieres  scher  Transformationen  in  ein  System 
von  Geraden,  Kegelschnitten  oder  Kurven  n-ter  Ordnung 
(n  ^  2)  mit  {n  —  l)-fachem  Punkte  und  sonst  lauter  ein- 
fachen Punkten  übergeführt  werden.  Die  Verbindung  dieser 
beiden  Theoreme  liefert  aber  dann  den  Satz,  daß  jede 
Cremonasche  Transformation  als  ein  Produkt  von  quadra- 
tischen Transformationen  darstellbar  ist. 
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Ebene. 

Die  Koinzidenzpunkte. 

80.  Lassen  wir  jetzt  die  beiden  Ebenen  £  und  e\  welche 
durch  eine  Cremonasche  Transformation  ?^-ten  Grades  auf- 
einander bezogen  sind,  zusammenfallen,  so  wird  es  uns  zu- 
nächst interessieren,  ob  es  in  diesem  Felde  Punkte  gibt,  die 
mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen. 

Um  diese  „Koinzidenzpunkte'^  zu  bestimmen,  möge  sich 
eine  Gerade  g  von  t  um  einen  Punkt  P  drehen.  Dem 
Strahlenbüschel,  den  sie  beschreibt,  entspricht  in  e  ein 
Büschel  von  Kurven  w-ter  Ordnung  %\>g^  ^  welche  sämtlich 
durch  den  entsprechenden  Punkt  P'  gehen.  Beide  Büschel 
sind  projektiv  aufeinander  bezogen  (G.  T.  I.  90.)  und  ihr  Er- 
zeugnis ist  eine  Kurve  J'p  von  der  Ordnung  n  -\-  \  ^  welche 
nach  de  Jonquieres  als  isologe  Kurve  bezeichnet  wird. 
Sie  ist  der  Ort  aller  Punkte  X!  der  Ebene  £',  welche  die 
Eigenschaft  haben,  daß  ihre  entsprechenden  Punkte  X 
jeweils  auf  der  Verbindungsgeraden  PX'  gelegen  sind.  Jp 
geht  durch  P  und  P'  hindurch,  sowie  7-mal  durch  jeden 
F.-Punkt  Aj  der  Ebene  e  .    Denn  die  Verbindungslinie  VAß 
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trifft    die    dem   Punkte    Äj   entsprechende   F. -Kurve   fj   in 
j  Punkten. 

Betrachten  wir  den  Strahlenbüschel  P  als  in  der  Ebene  s^ 
gelegen,  so  liefert  er  mit  dem  entsprechenden  Kurvenbüschel 
in  £  eine  isologe  Kurve  Jp  von  e,  welche  jeden  F.-Punkt 
i-ter  Ordnung  Äi  in  e  selbst  zum  ^-fachen  Punkt  hat.  Be- 
zeichnen wir  mit  p^^ ,  p^ ,  Ps  die  Koordinaten  des  Punktes  P, 
80  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  beiden  zum  Punkte  P 
gehörigen  isologen  Kurven  ohne  weiteres  in  der  folgenden 
Form 


bzw. 


Jp  = 


J'p  = 


Vi 

p% 

Pb 

^1 

x^ 

^3 

(p^{x) 

(p,(x) 

(ps(x) 

Pi 

P2 

Ps 

x[ 

xi 

xi 

=  0 


0, 


I  Wiix')  W2{x')  Wb{x') 
deren  Betrachtung  zu  den  gleichen  Resultaten  führt. 

Zu  irgend  einem  weiteren  Punkte  Q  gehört  eine  isologe 
Kurve  Jq .  Betrachten  wir  nun  die  (^  +  1)^  Schnittpunkte 
von  Jp  und  Jq:  von  denselben  können  wir  folgende  an- 
geben: 

a)  Die  sämtlichen  F.-Punkte  von   e;  sie  liefern  einen 

i=n-l 

Betrag  ^(Xii^  =  n^  —  l  nach  Formel  (5)  (s.  S.  137). 
»•=1 

b)  Der  Verbindungslinie  PQ  als  einer  Geraden  V  von 
€^  entspricht  eine  Kurve  n-ter  Ordnung  q)f  und 
durch  die  Schnittpunkte  von  V  und  q?f  gehen  Jp 
und  Jq  hindurch. 

Es  bleiben  dann  noch 

{n+lY  —  (n^  —  l)—n  =  n-{-2 

Schnittpunkte  übrig.  Jeder  dieser  Punkte  X  muß  die  Eigen- 
schaft haben,  daß  der  ihm  entsprechende  Punkt  X'  sowohl 
auf  der  Geraden  PX'  als  auch  auf  QX  liegt,  und  da  wir 
die  auf  der  Verbindungslinie  FQ  gelegenen  Punkte  dieser 
Art  unter  b)  schon  in  Abzug  gebracht  haben,  so  ist  dies 
nur  möglich,  wenn  X'  sich  mit  X  vereinigt.  Die  beiden 
Ebenen  enthalten  also  im  allgemeinen  n-\-2  Koinzidenzpunkte. 
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Im  übrigen  wird  man  zweierlei  Arten  von  Koinzidenz- 
punkten unterscheiden  können.  Jeder  Eichtung  durch  einen 
solchen  Punkt  entspricht  projektiv  eine  zweite  Eichtung,  und 
im  allgemeinen  Falle  wird  es  folglich  durch  den  Koinzidenz- 
punkt zwei  sich  selbst  entsprechende  Eichtungen 
geben.  Es  kann  aber  diese  projektive  Beziehung  in  eine 
Identität  übergehen;  dann  hat  der  Koinzidenz p unkt  die  Eigen- 
schaft, daß  alle  durch  ihn  hindurchgehenden  Eich- 
tungen sich  selbst  entsprechen*  Weiter  können  die 
Koinzidenzpunkte  nicht  nur  isoliert,  sondern  auch  in  Kurven 
angeordnet  auftreten.  Eine  solche  „feste^^  Kurve,  die  sich 
Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht,  bildet  einen  Bestandteil 
jeder  .isologen  Kurve  [Doehlemann  (14)]. 

Alle  isologen  Kurven  des  einen  Systems,  z.  B.  in  e, 
-bilden  ein  Netz ;  denn  in  ihrer  Gleichung  können  wir  die 
Größen  p^,  p^ ,  Pg  als  homogene  Parameter  ansehen.  Geo- 
metrisch folgt  dies  daraus,  daß  wir  von  einer  isologen  Kurve 
zwei  Punkte  Uund  V  beliebig  wählen  dürfen.  Die  Linien  UW 
und  W  nach  d«n  entsprechenden  Punkten  ü'  und  F'  be- 
stimmen ja  dann  in  ihrem  Schnittpunkt  das  Zentrum  für  die 
isologe  Kurve.  Die  F.-Punkte  in  Verbindung  rpit  den  Ko- 
inzidenzpunkten reichen  gerade  aus  zur  Bestimmung  dieses 
Netzes,  da  nach  Formel  (6)  auf  S.  138 

^(^  +  3)  _  2  _|_  ^  _^  2  =  ^'  +  ^^  _(^  +  l)(n  +  4)  _  2  ^ 

Weitere  Eigenschaften  dieser  Kurven  sowie  andere  bei 
«iner  Cremona  sehen  Transformation  auftretende  Örter  hat 
Guccia  (15)  untersucht,  i\eY  am  gleichen  Ort  auch  für  eine 
Eeihe  .einfacher  Transformationen  die  Formeln  aufstellte. 

Die  involutorisch  sich  entsprechenden  Punkte. 
81.  Betrachten  wir  eine  Gerade  g  oder  V  sowohl  als 
Strahl  von  e  als  auch  von  e' ,  so  entsprechen  ihr  im  andern 
Felde  die  Kurven  w-ter  Ordnung  xpghzw.  (pi.  Jeder  der 
w2  Schnittpunkte  dieser  beiden  Kurven  hat  dann  die  Eigen- 
schaft, daß  er  als  P  und  Q\  genommen  zu  einem  Punkt- 
paare F\  Q  führt,  welches  auf  der  angenommenen  Ge- 
raden g,  V  gelegen  ist.  Lassen  wir  jetzt  weiter  die 
Gerade  ^,  V  einen  Strahlenbüschel  (r,  U  durchlaufen,  so 
beschreiben  xpg  und  cpi  je  ein  Büsche),  und  das  eine  ist  projektiv 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   TL  11 
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auf  das  andere  bezogen.  Die  Schnittpunkte  entsprechender 
Kurven  erfüllen  folglich  eine  Kurve  (2w)-ter  Ordnung  K^y 
welche  durch  G'  und  L  hindurchgeht,  sowie  durch  .jeden 
F.-Punkt  der  beiden  Ebenen  mit  einer  Anzahl  von  Asten, 
die  gleich  ist  der  Ordnung  dieses  F.-Punktes.  Diese  Kurven  K 
können,  wie  S.  Kantor  (12)  bemerkt  hat,  dazu  dienen, 
die  Paare  von  sich  involutorisch  entsprechenden  Punkten 
einer  Transformation  zu  ermitteln.  In  der  Tat  betrachten 
wir  eine  zweite  derartige  Kurve  Kuy  welche  sich  unter  Zu- 
grundelegung des  Strahlenbüschels  mit  dem  Mittelpunkte  M,  W 
erzeugen  läßt,  so  können  wir  von  den  4n^  Schnittpunkten 
dieser  beiden  Kurven  folgende  von  vornherein  angeben: 

a)  Die  sämtlichen  F.-Punkte  beider  Ebenen,    welche 

einem  Betrag  von  2^(Xii^  —  2{n^—  1)  gleichkom- 
men; *=* 

b)  die   n  -j-  2    Koinzidenzpunkte    der  Transformation; 

c)  die  n^  Punkte,  welche  sich  ergeben  als  die  Schnitt- 

g unkte  der  beiden  Kurven,  die  der  Verbindungs- 
nie  GL  bzw.  entsprechen. 
Außerdem  schneiden  sich  beide  Kurven  demnach  noch  in 

4n2  —  2^(Xii^  —  n  —  2  —  n«  =  w(n  —  1) 
1=1 

Punkten.  Jeder  dieser  Schnittpunkte  muß,  als  X  und  Y' 
betrachtet,  entsprechende  Punkte  X'  bzw.  Y  haben,  welche 
sowohl  auf  einer  Geraden  durch  G  als  auch  auf  einer  durch 
L  liegen  müßten,  und  dies  ist,  da  wir  die  auf  der  Linie  GL 
gelegenen  Punkte  dieser  Art  schon  imter  c)  ausgeschlossen 
haben,  nur  möglich,  wenn  X'  sich  mit  Y  vereinigt  Gleich- 
zeitig folgt  noch  aus  der  Definition  der  Kurven  K,  daß  der 
Punkt  X',  F  auch  ein  Schnittpunkt  der  Kurven  Kq  und 
Km  ist.     Es  müssen  sich  also  diese   n(n  —  1)  Punkte  in 

Paare  gruppieren  und  je  zwei  Punkte  eines  Paares 

entsprechen  sich  involutorisch,  d.  h.: 

„Eine  Cremonasche  Transformation  «-ter  Ord- 
nung enthält  im  allgemeinen  — -•  Punktpaare, 
die  sich  involutorisch  entsprechen". 
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Jeder  Richtung  m,  n'  durch  den  einen  Punkt  eines 
solchen  involutorischen  Paares  entsprechen  zwei  Richtungen m',  n 
durch  den  andern,  welche  projektive  Büschel  bilden  und  daher 
im  allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen  besitzen,  sofern  sie  nicht 
überhaupt  identisch  sind.     Es  folgt  demnach  noch: 

„Hat  man  ein  involutorisches  Punktpaar  einer 
Cremona  sehen  Transformation,  so  gibt  es  entweder 
durch  jeden  Punkt  des  Paares  zwei  Richtungen, 
denen  je  involutorisch  eine  Richtung  durch  den 
andern  Punkt  entspricht  oder  jeder  Richtung  durch 
den  einen  Punkt  entspricht  involutorisch  eine  Rich- 
tung durch  den  andern." 

Die  abgeleitete  Transformation. 

82.  In  etwas  allgemeinerer  Weise  gelangt  man  zu  den 
involutorischen  Punktpaaren  einer  Punktverwandtschaft  durch 
Einführung  des  Begräfes  der  „abgeleiteten*'  Transformation. 
Jeder  Punkt  der  zusammenfallenden  Ebenen  «  und  e'  kann 
als  X  und  Y'  genommen  werden;  dann  entsprechen  ihm  die 
Punkte  X'  und  Y ,  Aber  auch  zwischen  den  Punkten  X' 
und  Y  besteht  eine  ein-eindeutige  Verwandtschaft,  und  es 
ist  leicht  zu  erkennen,  daß  diese  vom  Grade  w^  ist.  Denn 
beschreibt  X'  eine  Gerade  in  c',  so  entspricht  dieser  eine 
Kurve  w-ter  Ordnung  99;  betrachten  wir  diese  aber  als  ein 
Gebilde  von  «',  so  geht  sie  in  eine  Kurve  vom  Grade  n^ 
in  t  über.  Diese  Transformation  zwischen  X'  und  Y  soll 
die  „abgeleitete*'  heißen.  Sie  wird  dargestellt  durch  die 
Gleichungen: 

bzw.  (i  =  1 ,  2 ,  3) 

Xi  =  v,[v^i  (x),  v^2  (^)>  y^s  (^)]  • 
Beschranken  wir  uns  auf  den  allgemeinen  Fall,  daß  kein 
F.-Punkt  von  e  mit  einem  von  e'  zusammenfällt,  so  lassen 
sich  die  F.-Systeme  dieser  neuen  Transformation  ohne  Mühe 
angeben.  Jeder  F.-Punkt  von  e',  wie  z.  B.  A},  ist  ein 
(njyiaLcher  F.-Punkt  für  die  abgeleitete  Transformation. 
Ferner  entsprechen  den  F.-Punkten  von  e\  wenn  man  sie 
als  Punkte  von  e  betrachtet,  gewisse  Punkte  in  f'  und  diese 
bilden,  mit  den  gleichen  Ordnungszahlen  versehen,  den 
übrigen   Teil   der   F.-Punkte.      Analog   bestimmen  sich  die 

11* 
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F.-Punkte  des  andern  Systems.  Die  Transformation  vierter 
Ordnung  n  =  4 ,  «2  =  3,  «i  =  3  (S.  148)  kann  beispielsweise 
als  „abgeleitete"  einer  quadratischen  Transformation  betrachtet 
werden. 

Der  Zusammenhang  der  invoiutorisch  sich  entsprechenden 
Punkte  der  gegebenen  Transformation  mit  der  abgeleiteten 
Transformation  ist  nun  durch  den  unmittelbar  einleuchtenden 
Satz  gegeben: 

Jedes  invoiutorisch  sich  entsprechende  Punktpaar 
der  gegebenen  Transformation  liefert  für  die  ab- 
geleitete Tränsformation  ein  Paar  Koinzidenzpunkte. 

Natürlich  gehen  die  Koinzidenzpunkte  der  gegebenen 
Transformation  auch  in  Koinzidenz  punkte  der  abgeleiteten 
Transformation  über.  Da  nun  diese  letztere  nach  80.  n^-{-2 
Koinzidenzpunkte  besitzt,  so  ist  die  Zahl  der  involutorischen 
Punkte  der  gegebenen  Transformation 

n^-]-2  —  n  —  2  =  n(n  —  l). 

Auch  die  involutorischen  Punkte  können  in  unendlicher  An- 
zahl auftreten,  so  daß  sie  einander  invoiutorisch  entsprechende 
Kurven  oder  eine  invoiutorisch  in  sich  selbst  übergehetide 
Kurve  erfüllen.  Solche  Gebilde  trennen  sich  dann  von 
sämtlichen  -K'-Kurven  ab  [Doehlemann  (17)]. 
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§  19.   Überblick  über  die  neueren  Untersuchungen. 

Involutorische  Transformationen. 

83.  Die  zuletzt  durchgeführten  Betrachtungen  kann 
man  nach  sehr  verschiedenen  Richtungen  hin  weiter  verfolgen 
und  sie  sind  der  Ausgangspunkt  für  zahlreiche  neuere  Unter- 
suchungen in  diesem  Gebiete.   Zunächst  läßt  die  Bestimmung 
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der  involutorischen  Punktpaare  einer  Cremona  sehen  Trans- 
formation es  naheliegend  erscheinen,  nach  Transformationen 
zu  fragen,  die  durchweg  den  involutorischen  Charakter 
zeigen.  Die  abgeleitete  Transformation  für  eine  solche  in- 
volutorische  Punktverwandtschaft  geht  dann  in  eine  Iden- 
tität über.  Bezeichnen  wir  die  involutorische  Transformation 
symbolisch  durch  T,  die  abgeleitete  also  durch  T'T 
oder  T^ ,  so  wird  dies  durch 

ausgedrückt  werden  können.  Da  das  Entsprechen  in  der 
involutorischen  Beziehung  durchgängig  ein  doppeltes  sein 
soll,  so  muß  auch  jedem  F. -Punkte  die  gleiche  F.- Kurve 
entsprechen,  man  mag  ihn  zum  einen  oder  andern  Felde 
rechnen.  Daraus  folgt,  daß  die  beiden  F.- Systeme  gleicher 
Art  sein  und  zusammenfallen  müssen,  doch  wird  umgekehrt 
dadurch  die  involutorische  Lage  natürlich  noch  nicht  garan- 
tiert. Im  übrigen  wird  man  sich  bei  der  großen  Mannig- 
faltigkeit, welche  auch  noch  die  involutorischen  Beziehungen 
darbieten,  darauf  beschränken  müssen,  zunächst  die  ein- 
fachsten derartigen  Abbildungen  kennen  zu  lernen.  So  hat 
Bertini  (4, 5)  untersucht,  in  welcher  Art  die  Transformationen 
von  Jonquiöres  (öCi  =  2(n  — 1),  öc„_i  =  1,  S.  150)  involu- 
torisch  werden  können.  Der  Strahlenbüschel  0 ,  dessen  Mittel- 
punkt der  gemeinsame  {n  —  l)-fache  Punkt  ist,  muß  durch 
eine  solche  Transformation  jedenfalls  involutorisch  auf  sich 
selbst  bezogen  werden.  Zwei  Möglichkeiten  bieten  sich  dann 
dar;  entweder  entspricht  sich  jeder  Strahl  dieses  Büschels 
selbst  oder  es  tritt  dies  nur  für  die  zwei  Doppelstrahlen  des 
involutorischen  Büschels  ein. 

Im  ersten  FaUe  liegt  jeder  Punkt  mit  seinem  ent- 
sprechenden auf  einem  Strahle  durch  0  und  wir  körmen  die 
Transformation  als  eine  „Perspektive"  bezeichnen.  Jeder 
Strahl  des  Büschels  0  trägt  eine  Involution  von  entsprechen- 
den Punkten,  der  zwei  Doppelpunkte  zukommen.  Diese  sind 
Koinzidenzpunkte  der  Transformation,  welche  mithin  eine 
„feste"  oder  Koinzidenzkurve  F  enthält,  d.  h.  eine  Kurve, 
welche  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht.  Die  „Ord- 
nung dieser  Kurve  ergibt  sich  leicht  aus  folgender  Über- 
legung. Irgend  einer  Geraden  entspricht  involutorisch  eine 
Kurve  »^-te^  Ordnung;  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
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Geraden  müssen  sich  dann  offenbar  paarweise  entsprechen; 
da  aber  der  einem  solchen  Schnittpunkte  P  entsprechende 
Punkt  P'  auch  auf  der  YerbindungsHnie  OF  gelegen  sein 
muß,  so  fällt  er  mit  P  zusammen.  Die  sämtlichen  n  Schnitt- 
punkte sind  Koinzidenzpunkte,  also  Punkte  von  P,  und  die 
feste  Kurve  ist  demnach  von  der  w-ten  Ordnung.  Sie  muß 
dann  aber  in  0  selbst  einen  {n  —  2)-fachen  Punkt  haben,  da 
jeder  Strahl  des  Büschels  0  außerhalb  0  nur  zwei  Punkte 
mit  r  gemein  hat. 

Die  Möglichkeit  einer  solchen  Perspektiven  involutorischen 
Transformation  von  Jonquieres  erweist  man  durch  direkte 
Konstruktion  derselben.  Wir  nehmen  als  gegeben  eine  Kurve 
w-ter  Ordnung  F  mit  {n  —  2)-fachem  Punkte  0  an.  Irgend 
einem  Punkte  P  ordnen  wir  den  Pimkt  P'  zu,  der  auf  dem 
Strahle  OF  harmonisch  liegt  zu  P  bezüglich  der  zwei  Schnitt- 
punkte des  Strahles  mit  der  Kurve  P.  Dann  erhält  man 
dadurch,  wie  unschwer  zu  erkennen,  die  obige  Perspektive 
und  involutorische  Jonquieres  sehe  Transformation  n-iQV  Ord- 
nung. In  betreff  der  2(w  —  1)  F.-Punkte  erster  Ordnung 
ist  noch  folgendes  zu  bemerken. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Kurve  P  w-ter  Ordnung  außer 
dem  (n  —  2)-fachen  Punkte  keine  vielfachen  Punkte  besitzt, 
so  daß  sie  vom  Geschlechte  p  =  n  —  2  und  von  der  Klasse 
2  (2  w  —  3)  ist,  so  gehen  vom  {n  —  2)-f achen  Punkte,  da  die 
n  —  2  Tangenten  in  demselben  doppelt  zählen,  noch  2{n  —  1) 
Tangenten  an  die  Kurve  F.  Die  Berührungspunkte  derselben 
liefern  die  einfachen  F.-Pimkte  der  Transformation.  In  der 
Tat  wird  ja  auf  jeder  dieser  Tangenten  die  Involution  eine 
parabolische,  so  daß  einem  beliebigen  Punkte  stets  der  Be^; 
rührungspunkt  entspricht. 

Ferner  erhalten  wir  die  2(w—  1)  Berührungspunkte  der 
von  0  aus  an  P  gehenden  Tangenten  als  die  Schnittpunkte 
von  P  mit  der  ersten  Polaren  von  0  in  bezug  auf  P.  Diese 
erste  Polare  ist  gleichzeitig  die  dem  F.-Punkte  0  entsprechende 
F.-Kurve  von  der  Ordnung  w  —  1 ,  welche  selbst  noch  {n  —  2)- 
mal  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht. 

Besitzt  die  Kurve  P  außer  dem  [yi  —  2)-fachen  Punkte 
noch  etwa  d  Doppelpunkte,  so  daß  sie  vom  Geschlechte 
n  —  2  —  d  wird,  so  geht  die  erste  Polare  bekanntlich  durch 
jeden  Doppelpunkt  noch  einfach  hindurch,  so  daß  dadurch 
zwei  Schnittpunkte   der  beiden  Kurven   absorbiert  werden. 
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Mithin  fallen  in  jedem  Doppelpunkte  von  F  zwei  einfache 
F.-Punkte  der  Transformation  zusammen. 

Als  einfachstes  Beispiel  einer  solchen  Transformation, 
das  dem  Werte  w  =  2  entspricht,  haben  wir  in  25.  die  qua- 
dratische Inversion  kennen  gelernt. 

Den  Fall  w  =  3  hat  Saltel  (2)  behandelt,  ohne  aber  die 
Koinzidenzkurve  der  Verwandtschaft  und  überhaupt  ihren 
Zusammenhang  mit  den  allgemeinen  Cremona  sehen  Trans- 
formationen zu  untersuchen.  Er  geht  aus  von  zwei  Kegel- 
schnitten und  einem  festen  Punkte  S.  Irgend  ein  Punkt  P 
liefert  einen  Verbindxmgsstrahl  FS ,  welcher  die  Kegelschnitte 
in  zwei  Punktpaaren  schneidet.  In  der  durch  diese  beiden 
Paare  bestimmten  Involution  gibt  es  zu  F  einen  ent- 
sprechenden Punkt  P'.  Die  durch  die  Punkte  P  und  P' 
gebildete  Verwandtschaft  bezeichnet  er  nach  Desargues  als 
„transformation  Arguesienne".  Sie  ist  eine  Perspektive  Jon- 
quieres-Transformation  dritter  Ordnung,  S  ist  der  F.-Punkt 
zweiter  Ordnung  und  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte  liefern  die  F.-Punkte  erster  Ordnung.  Jeder  der 
beiden  Kegelschnitte  geht  in  sich  selbst  über.  Umgekehrt  führt 
jede  involutorische,  perspektive  Jonquieres-Transformation 
dritter  Ordnung  zwei  solche  Kegelschnitte  in  sich  selbst  über, 
kann  also  auf  diese  Weise  erzeugt  werden. 

84.  Diese  Perspektiven,  involutorischen  Transformationen 
von  Jonquieres  enthielten  eine  feste  Kurve  von  einer  Ordnung, 
die  gleich  dem  Grade  der  Transformation  war:  sie  sind  auch 
umgekehrt  durch  diese  Eigenschaft  vollständig  definiert,  d.  h. 
wenn  eine  involutorische  Transformation  w-ten  Grades  eine 
feste  Kurve  w-ter  Ordnung  enthält,  so  ist  sie  eine  Perspek- 
tive Jonquieres  sehe  Transformation.  Sind  nämlich  P  und  P' 
zwei  entsprechende  Punkte,  so  hat  die  Verbindungslinie  der- 
selben mit  der  Koinzidenzkurve  F  n  Punkte  gemein,  und 
durch  diese,  sowie  durch  P  und  P'  muß  die  der  Verbindungs- 
geraden FF  entsprechende  Kurve  n-ter  Ordnung  jedenfalls 
hindurchgehen.  Diese  letztere  hätte  also  n-\-  1  Punkte  mit 
FF'  gemein,  folglich  muß  die  Linie  FF'  ein  Teil  der  Kurve 
w-ter  Ordnung  sein.  Da  nun  aber  nicht  alle  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  F. -Gerade  sein  können,  so 
muß  die  Verbindungslinie  FF'  stets  einen  F.-Punkt 
(w  —  l)-ter  Ordnung  enthalten,  womit  unsere  Behauptung 
erwiesen. 
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Daß  eine  Transformation  keine  feste  Kurve  von  einer 
Ordnung  enthalten  kann,  die  höher  ist  als  der  Grad  der 
Transformation,  ist  selbstverständlich.  Man  kann  ferner  be- 
haupten: Eine  involutorische  Transformation  ungeraden  Grades 
enthält  notwendig  eine  feste  Kurve  von  ungerader  Ordnung. 

Denn  die  irgend  einer  Geraden  involutorisch  entsprechende 
Kurve  w-ter  Ordnung  liefert  mit  dieser  Geraden  Schnitt- 
punkte, die  sich  paarweise  entsprechen  müssen.  Ist  also  n 
ungerade,  so  muß  man  eine  ungerade  Anzahl  von  Koinzidenz- 
punkten erhalten. 

Betrachten  wir  endlich  noch  die  zweite  Möglichkeit,  daß 
der  Strahlenbüschel  0  involutorisch  in  sich  übergeführt  wird 
und  daß  zwei  Doppelstrahlen  auftreten.  Dann  ergeben  sich 
folgende  Fälle: 

a)  Die  beiden  Doppelstrahlen  entsprechen  sich  Punkt 
für  Punkt  selbst;  die  Ordnung  der  Transformation 
muß  eine  gerade  sein. 

b)  Keiner  der  Doppelstrahlen  entspricht  sich  Punkt  für 
Punkt;  auf  jedem  liegen  nur  zwei  Koinzidenzpunkte. 
Es  treten  überhaupt  bloß  diese  vier  Koinzidenz- 
punkte auf  und  auch  hier  muß  die  Ordnung  der 
Transformation  eine  gerade  sein. 

c)  Einer  der  Doppelstrahlen  entspricht  sich  Punkt  für 
Punkt,  der  andere  geht  in  sich  über  und  enthält  zwei 
Koinzidenzpunkte;  die  Ordnung  der  Transformation 
ist  eine  ungerade. 

85.  Gehen  wir  nun  zu  allgemeineren  involutorischen  Trans- 
formationen über,  so  haben  wir  die  Möglichkeit,  aus  einer 
einzigen  derartigen  Abbildung  neue  in  unbegrenzter  Zahl  ab- 
zuleiten durch  Anwendung  sukzessiver  quadratischer  Trans- 
formationen. Denn  wird  eine  erste  Ebene,  die  wir  als  e  und  g' 
bezeichnen  wollen,  durch  eine  Transformation  T  n-ten  Grades 
involutorisch  in  sich  übergeführt,  wählen  wir  femer  eine  zweite 
Ebene,  die  r]  bezw.  rj'  heißen  möge,  und  bilden  diese  durch 
eine  quadratische  Verwandtschaft  Q  auf  e  ab,  so  wird  auch 
in  Tj  eine  involutorische  Beziehung  hergestellt. 

In  der  Tat  einer  Geraden  g  von  t]  entspricht  zunächst 
in  e  ein  Kegelschnitt  vermöge  der  Abbildung  Q ;  dieser  Kegel- 
schnitt wird  durch  T  in  eine  Kurve  (2  w)-ter  Ordnung  über- 
geführt und  dieser  entspricht  infolge  der  quadratischen  Ab- 
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bildimg  in  r]^  eine  Kurve  (4n)-ter  Ordnung.  Man  erliält 
demnach  in  der  zweiten  Ebene  eine  ebenfalls  involutoriche 
Punkttransformation  T  von  der  Ordnung  An,  welche  in  der 
Form  erscheint  ^ 

Die  beiden  Verwandtschaften  T  und  T  lassen  sich  mithin 
auseinander  durch  quadratische  Umformung  ableiten;  von  T 
kann  man  wieder  zu  neuen  Abbildungen  übergehen  usf. 
Bertini  (4,  5,  7)  hat  nun  die  Frage  untersucht:  Gibt  es  irre- 
duktible  involutorische  Transformationen,  d.h.  solche,  welche 
durch  eine  Reihe  von  quadratischen  Transformationen  oder 
durch  eine  Cremonasche  Transformation  nicht  aufeinander 
zurückgeführt  werden  können?  Er  findet  vier  solche  irre- 
duktible,  nicht  ineinander  überführbare  Typen,  aus  denen  aber 
alle  andern  involutorischen Transformationen  hergeleitet  werden 
können: 

a)  die  involutorische  Zentralkollineation  (Harmonische 
Homologie); 

b)  die  involutorische,  Perspektive  Jonquieres-Transforma- 
tion  n-ter  Ordnung  mit  einer  festen  Kurve  w-ter  Ord- 
nung ,  vom  Geschlechte  n  —  2  und  {n  —  2)-f achem 
Punkte; 

c)  eine  involutorische  Transformation  achter  Ordnung 
mit  sieben  F.-Punkten  dritter  Ordnung  und  einer 
festen  Kurve  sechster  Ordnung,  welche  in  diesen 
sieben  Punkten  Doppelpunkte  hat; 

d)  eine  involutorische  Transformation  siebzehnter  Ord- 
nung mit  acht  F.-Punkten  sechster  Ordnung  und  einer 
festen  Kurve  neunter  Ordnung,  welche  in  den  acht 
F.-Punkten  dreifache  Punkte  hat. 

Allerdings  sind  diese  Resultate  insofern  nicht  ganz 
allgemein,  als  Transformationen  mit  zusammenfallenden  F.- 
Punkten von  der  Betrachtung  auszuschließen  sind. 

Lüroth  (12)  hat  die  Untersuchung  der  involutorischen 
Verwandtschaften  mit  dem  Problem  der  Abbildung  einer 
(rationalen)  Fläche  auf  eine  Ebene  in  Zusammenhang  ge- 
bracht. Ist  nämlich  eine  Fläche  so  auf  eine  Ebene  abge- 
bildet, daß  jedem  Punkte  der  Ebene  ein  Punkt  der  Fläche 
entspricht,  so  wird  jedem  Punkte  der  Fläche  im  allgemeinen 
eine  Gruppe  von  n  Punkten  der  Ebene  zugewiesen  sein  und 
diese  Gruppe  ist  durch  irgend  einen  ihrer  Punkte  bestimmt. 
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Für  w  =  2  erhält  man  demnach  in  der  Ebene  eine  involu- 
torische  Punktverwandtschaft. 

86.  Das  einfachste  und  nützlichste  Einteilungsprinzip  der 
involutorischen  Transformationen  liefert  der  von  Caporali  (6) 
eingeführte  Begriff  der  Klasse  einer  solchen  Transformation. 
Er  versteht  darunter  die  Anzahl  der  Paare  entsprechender 
Punkte,  die  auf  irgend  einer  Geraden  liegen.  Nehmen  wir 
also  an,  eine  involutorische  Beziehung  w-ten  Grades  sei  von 
der  r-ten  Klasse  und  sie  besitze  eine  feste  Kurve  Jc-ter  Ord- 
nung r,  so  entspricht  einer  beliebigen  Geraden  g  eine 
Kur%^e  n-ter  Ordnung,  welche  einmal  durch  die  Je  Schnitt- 
punkte von  g  mit  F  geht,  während  die  übrigen  2  v  Schnitt- 
punkte mit  g  sich  paarweise  entsprechen.     Es  ist  also 

n  =^  k  -{-2v     oder     Je  =  n  —  2v  . 

Da  die  feste  Kurve  F  durch  die  Transformation  Punkt  für 
Punkt  in  sich  selbst  übergeführt  wird,  so  muß  sie  natürlich 
durch  eine  Anzahl  von  F.-Punkten  gehen.  Ist  fi  die  dem 
F.-Punkte  Af  in  beiden  Ebenen  entsprechende  F.-Kurve 
ir-ter  Ordnung  und  geht  F  durch  Ai  hindurch,  so  muß  Äi 
auch  für  /,•  ein  vielfacher,  etwa  öc.j-facher  Punkt  sein,  wobei 
natürlich  (Xa  ^i  —  l.  Nun  entsprechen  den  Richtungen  durch 
At  projektiv  die  einzelnen  Punkte  von  fi  (vgl.  S.  141),  und  um- 
gekehrt werden  jedem  Strahle  durch  Ai,  vermöge  der  i  —  oca 
Schnittpunkte,  welche  er  außer  Ai  mit  fi  gemein  hat,  eben- 
soviele  Richtungen  durch  Ai  zugewiesen  sein.  Auch  jedem 
Durchgange  von  fi  durch  Ai  entspricht  eine  Richtung  durch 
Ai.  Der  involutorische  Charakter  der  Verwandtschaft  be- 
dingt es  dann  aber,  daß  auch  diese  letztere  Richtung  Tangente 
eines  durch  Ai  gehenden  Astes  von  fi  sein  muß  oder  mit 
andern  Worten:  die  F.-Kurve  geht  stets  mit  einer  geraden 
Zahl  von  Ästen  durch  den  entsprechenden  F.-Punkt,  wobei 
wir  aber  die  Aste  noch  nicht  berücksichtigt  haben,  welche 
die  feste  Kurve  F  durch  Ai  hindurch  schickt.  Einer  Tangente 
der  Kurve  F  in  Ai  entsprechen  zwei  zusammenfallende  Durch- 
gänge von  fif  d.  h.  die  F.-Kurve  /",  berührt  F.  Geht  also 
F  durch  Ai  A,-mal  hindurch,  so  ist  oca  ^  A,  und  ferner  a,,-  —  X . 
eine  gerade  Zahl. 

Damit  aber  die  Kurve  F  sich  selbst  entsprechen  kann, 
muß  man  haben 
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wobei  die  Summe  über  alle   auf  F  gelegenen  F.-Punkte  zu 
nehmen  ist. 

Betrachten  wir  ferner  eine  F.-Kurve  fj,  so  fallen  ihre 
Schnittpunkte  mit  F  alle  in  F.-Punkte;  es  ist  folglich 

i^Xi  ocij  +  Xj  =  j(n  —  2  v) , 

wenn  wir  die  Summe  für  alle  auf  der  F.-Kurve  fj  gelegenen 
F.-Punkte  bilden. 

Das  Geschlecht  p  der  festen  Kurve  F  wird  demnach 

2p  =  (n  -  2v){n  ~  2v  -  1)  ~  ^^(A,-  -  1)  . 

87.  Greifen  wir  irgend  einen  beliebigen  Punkt  P  als 
Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels  heraus,  so  entspricht  ihm 
involutorisch  ein  Büschel  von  Kurven  w-ter  Ordnung  und 
das  Erzeugnis  beider  Büschel  ist  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung w  -f  1 .  Von  diesem  sondert  sich  aber  die  feste  Kurve  F 
von  der  Ordnung  n  —  2v  ab,  so  daß  noch  eine  Kurve  Q 
von  der  Ordnung  2  r  +  1  übrig  bleibt,  und  in  diese  haben 
sich  die  beiden  im  allgemeinen  Falle  zu  einem  Punkte  ge- 
hörigen isologen  Kurven  (vgl.  80.)  vereinigt.  Alle  diese 
Kurven  Q  bilden  wie  früher  ein  Ketz  (Ü) ,  aber  jede  dieser 
Kurven  wird  jetzt  durch  die  Transformation  in  sich  über- 
geführt. In  jedem  F.-Punkte  i-ter  Ordnung  Ai  muß  das 
Gesamterzeugnis  einen  *-fachen  Punkt  besitzen.  Geht  F 
A,-mal  durch  denselben,  so  ist  dieser  F.-Punkt  also  noch  ein 
(i  —  A,)-faclier  für  die  Kurven  Q .  Diese  besitzen  in  ihm 
ocii  —  Äe  feste  Tangenten,  nämlich  die  Aste  der  F.-Kurve, 
welche  F  nicht  berührt,  und  außerdem  i  —  ocu  variable,  von 
der  Lage  des  Punktes  P  abhängige  Tangenten.  Da  cku  ^  i  —  1 , 
so  müssen  die  Kurven  [Q]  mindestens  einmal  durch  jeden 
F.-Punkt  hindurchgehen.  Außerdem  enthalten  sie  auch  noch 
die  isolierten  Koinzidenzpunkte. 

Die  zu  einem  F.-Punkte  At  gehörige  Kurve  Q  wird,  da 
jedem  Strahle  durch  At  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  i 
entspricht  und  wiederum  die  feste  Kurve  ausscheidet,  von 
der  Ordnung  2v  -\-l  —i.  Diese  Zahl  kann  also  höchstens 
Null  werden,  d.  h.  es  ist 

2r  —  i+  1  ^0. 
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Nun  haben  wir  aber  gesehen,  daß  die  höchsten  Ordnungs- 
zahlen von  F.-Punkten  der  Beziehung  genügten 

oder 

Es  ist  dies  also  auch  der  größte  Wert,  den  i  annehmen 
kann,  und  aus  der  Beziehung 

ö 

folgt 

Diese  Beziehung  gibt  eine  Grenze  für  die  Ordnung  einer 
Transformation,  wenn  deren  Klasse  bekannt  ist.  Beispiels- 
weise können  die  Transformationen  der  ersten  Klasse  höchstens 
von  der  achten  Ordnung,  die  der  zweiten  Klasse  höchstens 
von  der  vierzehnten  Ordnung  sein  usf.  Die  Transformationen 
von  der  Klasse  Null  sind  die  eingangs  erwähnten  Perspektiven 
Jonquieres-Transformationen. 

Die  Betrachtung  der  Kurven  [Q]  gibt  nun  die  Möglich- 
keit, Transformationen  von  bestimmten  Klassen  abzuleiten. 
So  müssen  für  die  Transformationen  der  ersten  Klasse  die 
Kurven  [Ü]  von  der  dritten  Ordnung  sein  und  durch  sieben 
feste  Punkte  einfach  hindurchgehen,  welche  letztere  zum  Teil 
F.-l^unkte,  zum  Teil  auch  isolierte  Koinzidenzpunkte  der 
Abbildung  sein  können.  Daraus  folgt  dann  aber,  daß  man 
den  einem  Punkte  P  entsprechenden  Punkt  P'  vermittels 
dieses  Netzes  von  Kurven  dritter  Ordnung  auch  in  folgender 
Weise  erhalten  kann:  alle  Kurven  des  Netzes,  die  durch  P 
hindurchgehen,  haben  noch  einen  neunten  Punkt  P'  gemein, 
den  letzten  Grundpunkt  des  durch  die  acht  Punkte  be- 
stimmten Kurvenbüschels  und  dies  ist  der  dem  Punkte  P 
zugeordnete  Punkt  P'  der  involutorischen  Beziehung.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte  haben  schon  Geiser  (1)  und  Mili- 
nowsky  (3)  diese  Verwandtschaft  studiert.  Bertini  (8)  hat 
dann  die  Transformationen  erster  und  zweiter  Klasse,  Marti- 
netti  (9,  10)  die  der  dritten  und  vierten  und  Berzolari  (11) 
die  der  fünften  Klasse  untersucht. 
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Periodische  Transformationen. 

88.  Die  in  82.  durchgeführte  Betrachtung  läßt  sich 
sehr  wesentlich  verallgemeinem.  Ist  eine  Ebene,  die  wir 
als  €  und  gleichzeitig  als  e^  bezeichnen  wollen,  durch  irgend 
eine  Cremonasche  Transformation  auf  sich  bezogen  und 
entspricht  einem  Punkte  Y  der  Punkt  Y\  so  können  wir 
diesen  Punkt  Y  wieder  als  einen  Punkt  X  von  e  betrachten 
und  erhalten  einen  ihm  entsprechenden  Punkt  X';  wird 
dieser  abermals  als  ein  Punkt  Z  von  e  genommen,  so  ergibt 
sich  ein  Punkt  Z'  usf.     Bezeichnen  wir  den  Punkt  Y,  X' 


§  19.    Überblick  über  die  neueren  Untersuchungen.      175 

mit  Yj ,  X\  Z  mit  Y2  usw.,  so  können  wir  aus  dem  beliebigen 
Punkte  Y  durch  v- malige  Anwendung  der  gegebenen  Trans- 
formation,   welche    von    e  zu  e'   führt,    eine    Gruppe    von 

V  Punkten  Y^,  F2 ...,  Yy  ableiten.  Man  kann  nun  die  Frage 
aufwerfen:  Gibt  es  in  der  gegebenen  Transformation  Punkte 

Y  von  der  Eigenschaft,  daß  Y^  mit  Y  zusammenfällt? 
S.  Kantor  hat  [(12)  auf  S.  165J  nachgewiesen,  daß  eine 
allgemeine  Transformation  n-ten  Grades  noch  eine  endliche 
Zahl  solcher  Zyklen  von  v  Punkten  besitzt.    Die  Betrachtung 

entspricht  der  für  r  ==  2  durchgeführten,  welche  die  — - 

involutorischen  Punktpaare  lieferte.  Es  zeigt  sich,  daß  eine 
Cremonasche  Transformation  n-ten  Grades  ^w(n  —  1)  (n-f  1) 
Zyklen  von  drei  Punkten  dieser  Art,  |  n*  (w  —  1)  (w -f- 1) 
zyklische  Quadrupel  enthält  usl 

Allgemeiner  betrachtet  werden  irgend  ein  Punkt  Y  und 
der  zugehörige  Yy  entsprechende  Punkte  einer  Transforma- 
tion vom  Grade  n*"  sein,  deren  F. -Punkte  sich  leicht  an- 
geben lassen,  und  für  welche  die  erwähnten  Zyklen  Ko- 
inzidenzpunkte liefern.  Ist  T  die  gegebene  Transformation, 
so  wird  die  zwischen  Y  und  Fy  bestehende  Verwandtschaft 
symbolisch  durch  T"  zu  bezeichnen  sein.  Dann  entsteht 
aber  weiter  die  Frage:  Gibt  es  Transformationen,  für  welche 
durchweg  Y  mit  Y^  zusammenfällt.  Die  Transformation  T" 
muß  unter  dieser  Voraussetzung  in  eine  Identität  übergehen, 
die  wir  etwa  durch  T''  =  1  darstellen  können.  Eine  solche 
Transformation  führt  also  jeden  Punkt  der  Ebene  nach 
r-maliger  Anwendung  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück  und 
sie  soll  eine  periodische  heißen.  Die  Betrachtung  dieser 
Transformationen  greift  vielfach  in  das  Gebiet  der  Gruppen- 
theorie über,  so  daß  es  auch  für  eine  nur  oberflächliche 
Orientierung  nötig  erscheint,  einige  zur  Verwendung  kom- 
mende Definitionen  hier  anzufügen. 

Ist  eine  endliche  Zahl  von  Operationen  gegeben  von 
der  Eigenschaft,  daß  je  zwei  dieser  Operationen  hintereinander 
angewandt  wiederum  eine  der  gegebenen  Operationen  liefern, 
so  sagt  man,  die  gegebenen  Operationen  bilden  eine  end- 
liche Gruppe. 

Ein  Beispiel  dafür  bilden  die  periodischen  Transforma- 
tionen. Denn  ist  eine  Transformation  T  periodisch  mit  dem 
Index  r,  so  daß  also  jT»*  =  1 ,  so  hat  man  in  T^,  T^, . . .,  T" 
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eine  solche  endliche  Gruppe  von  Operationen,  die  übrigens 
-eine  zyklische  heißt  wegen  des  besonderen  Umstandes,  daß 
hier  immer  die  gleiche  Operation  wiederholt  wird. 

89.  Die  Aufgabe,  alle  periodischen,  eindeutig- umkehr- 
baren Transformationen  zu  bestimmen,  ist,  so  formuliert,  noch 
zu  allgemein.  Vielmehr  führen  erst  folgende  Betrachtungen 
zu  einer  Einteilung  der  periodischen  Transformationen. 

Sind  S  und  T  irgend  zwei  Transformationen  und  her 
zeichnen  wir  mit 

ST 

diejenige  Transformation,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu- 
erst S  und  dann  T  ausführt,  so  ist  diese  Transformation 
im  allgemeinen  verschieden  von  def  Transformation  TS^  bei 
welcher  zuerst  T  und  darnach  S  ausgeführt  wird.  Liefern 
aber  diese  beiden  Transformationen  das  gleiche  Resultat, 
ist  also 

ST==TS, 

so  heißen  die  beiden  Transformationen  vertauschbar. 

Gehen  wir  nun  von  zwei  nicht  vertauschbaren  Trans- 
formationen S  und  T  aus  und  bezeichnen  mit  S~'^  die  zu  S  in- 
verse  Transformation,  welche  mit  S  zusammen  die  Identität 
S'  S~'^  =  1  liefert;  bilden  wir  dann 

(1)  r  =  5*T.5-s 

so  hat  diese  Transformation  T'  viele  Eigenschaften  mit  der 
Transformation  T  gemein.  Wenn  T  periodisch  ist  vom 
Index  V ,  so  daß  T*'  =  1 ,  so  gilt  das  gleiche  auch  von  T' , 
d.  h.  es  ist  auch  T^^  =  1  .     Bilden  die  Transformationen 

-^  1  >    -^  2  ^    •  •  •  ?    -^  r 

eine  endliche  Gruppe,  so  haben  auch  die  Transformationen 

ST^S-^,  ST,S-^,  ...,  STrS-^ 

diese  Eigenschaft.  Besteht  zwischen  zwei  Transformationei; 
T  und  T'  eine  Beziehung  (1) ,  läßt  sich  also  eine  derartige 
Transformation  S  angeben,  so  heißen  die  beiden  Trans- 
formationen T  und  T'  birational  äquivalent  oder  auch 
ähnlich  oder  gleichberechtigt  (isomorph).  Alle  auf 
diese  Weise  aus  einer  gegebenen  Transformation  abzuleiten- 
den   äquivalenten  Transformationen  kann  man   als  zu  einer 
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„Klasse"  gehörig  betrachten  und  die  Frage  nach  den  periodi- 
schen Transformationen  ist  zurückgeführt  auf  die  andere, 
jede  solche  Klasse  durch  eine  einfache  Normalform  (Typus) 
zu  charakterisieren,  wobei  dann  alle  Transformationen  der 
einen  Klasse  zu  jeder  Transformation  jeder  andern  Klasse 
nicht  äquivalent  sind. 

Abgesehen  von  einigen  Ansätzen,  die  sich  schon  bei 
Hirst  [(12)  auf  S.  50]  finden,  hat  S.  Kantor  die  Klassen  der 
periodischen  Transformationen  aufgestellt.  Es  zeigt  sich,  daß 
sich  alle  periodischen  birationalen  Transformationen  durch 
sukzessive  quadratische  Transformationen  reduzieren  lassen 
auf  folgende  Typen: 

a)  Periodische  Kollineationen; 

b)  Jonqui eres -Transformationen,     deren    (n  —  l)-fache 
Punkte  sich  vereinigt  haben; 

c)  Gewisse  quadratische  und  einige  höhere  Transforma- 
tionen, im  ganzen  28  einzelne  Typen. 

Endliche  Gruppen  von  Cremonaschen 
Transformationen. 
90.  Allgemeiner  kann  man  überhaupt  untersuchen,  ob  sich 
die  Cremonaschen  Transformationen  in  „endliche  Gruppen" 
zusammenfassen  lassen,  so  daß  also  irgend  zwei  einer  solchen 
Gruppe  angehörige  Transformationen  nacheinander  angewandt 
wieder  eine  in  der  Gruppe  vorhandene  Transformation  liefern. 
Berücksichtigt  man  dabei  vor  allem  die  Ordnung  der  ein- 
zelnen Transformationen,  so  wird  man  zunächst  nach  endlichen 
Gruppen  von  Transformationen  gleicher  Ordnung  fragen. 
So  bestimmte  Autonne  die  endlichen  Gruppen  quadra- 
tischer Transformationen  und  unterschied  drei  Typen  der- 
selben. Weiter  hat  er  die  aus  kubischen  Transformationen 
zusammengesetzten  Gruppen  untersucht,  wobei  allerdings 
vorausgesetzt  wird,  daß  bei  keiner  der  auftretenden  Trans- 
formationen unendlich  nahe  F. -Punkte  auftreten  und  daß 
ferner  die  Doppelpunkte  aller  Transformationen  einer  Gruppe 
zusammenfallen.  Andererseits  ermittelte  S.  Kantor  ebenso 
wie  für  die  periodischen  Transformationen  unter  Benutzung 
des  Begriffes  „äquivalenter  Transformationen"  die  „Typen"  von 
endlichen  Gruppen  birationaler  Transformationen.  Wim  an 
knüpfte  an  Kantors  Arbeiten  an  und  berichtigte  sie  in  vielen 
Punkten.     Er   spricht   als    Gesamtergebnis    folgenden    Satz 
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aus:  Jede  endliche  Gruppe  von  birationalen  Transformationen 
ist  äquivalent  entweder 

a)  einer  Gruppe  von  Kollineationen  oder 

b)  einer  Gruppe  von  Jonquieres  sehen  Transformationen, 
bei  welcher  ein  Strahlenbüschel  in  sich  übergeführt 
wird,  oder 

c)  einer  Gruppe  quadratischer  Transformationen,  bei 
welcher  zwei  Strahlenbüschel  zusammen  invariant 
bleiben,  oder 

d)  einer  Gruppe,  bei  welcher  ein  System  von  Kurven 
dritter  Ordnung  mit  bzw.  3,  4,  5,  6,  7  festen  Punkten 
in  sich  übergeht,  oder 

e)  einer  Gruppe,  bei  welcher  ein  System  von  Kurven 
sechster  Ordnung  mit  acht  festen  Doppelpunkten  in- 
variant bleibt. 

Kontinuierliche  Gruppen  von  Cremonaschen 
Transformationen. 

91.  Die  bisher  betrachteten  Gruppen  bestanden  je 
aus  einer  endlichen  Anzahl  diskreter  Operationen,  die  nicht 
stetig  ineinander  übergeführt  werden  konnten.  Wir  wollen 
nun  noch  Gruppen  einer  andern  Art  betrachten,  die  von 
unendlich  vielen,  in  stetiger  Folge  sich  aneinanderreihenden 
Operationen  gebildet  werden.     Sind  die  Gleichungen 

(2)  Xi  =  fi  {X^  ,    X^  y    •  •  .  j    Xny    %  j    6^2  >     •  •  •  )    ^r) 

(i  =  l,  2,   ...,  n) 

gegeben,  wo  die  fi  bekannte  (im  allgemeinsten  Falle  ana- 
lytische) Funktionen  der  Variabein  x^,  x^  y  .  .  .y  x^  und  der 
r  willkürlichen  Parameter  % ,  a^^  . . . ,  a,.  sind ,  so  wird  da- 
diu"ch  eine  Schar  von  Transformationen  bestimmt;  für  ^  =  3 
können  wir  uns  beispielsweise  darunter  eine  Punktverwandt- 
schaft zwischen  zwei  Ebenen  vorstellen.  Wenden  wir  auf 
den  Punkt  x\  nochmals  die  gleiche  Transformation  an,  indem 
wir  den  Parametern  % ,  .  .  .,  a,-  die  Werte  \y  ...,&,•  bei- 
legen, so  wird 

(O)       Xi    =  li  [Xi  ,     X^  y     .    •    •  ,     Xyii     0^  ,     Og  ,    '   •  •  y     0)) 

=  fi[fi{Xy  a)y  f^{x,  a)  ...,  fn\Xy  a),  \,  \,  .  .  .,  6,] 

(i  =  l,  2,  ...  n)  . 
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Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  daß  dieser  Ausdruck,  der 
das  Resultat  der  Elimination  der  Größen  x'i  aus  den  Gleichungen 
(2)  und  (3)  vorstellt,  wieder  die  Form  der  ursprünglichen  Trans- 
formation (2)  annimmt,  so  daß  also 

(4)   Xi   =  /,•  \Xi^  j  X2  f  .  . .,  Xn  ■,  Ci  ^  C2  j  . .  . ,  c,)  ,       (*  =  1,  2,  .  .  .) 

wo  die  c^,  €-2,  .  .  .,  Cr  bloß  Funktionen  der  a»-  und  hi .  Dann  er- 
geben je  zwei  Transformationen  der  Schar  (2)  nacheinander 
ausgeführt  eine  Transformation,  die  ebenfalls  der  Schar  an- 
gehört, oder  mit  andern  Worten:  die  Schar  (2)  von  Trans- 
formationen bildet  eine  „Gruppe".  Diese  heißt  weiter  eine 
kontinuierliche,  wenn  es  möglich  ist,  zu  jeder  Trans- 
formation der  Gruppe  andere  der  Gruppe  angehörige  Trans- 
formationen anzugeben,  welche  von  der  ersten  Transformation 
nur  unendlich  wenig  verschieden  sind,  und  wenn  die  Gesamtheit 
der  in  der  Gruppe  enthaltenen  Transformationen  durch  einzelne 
(diskrete)  Transformationen  nicht  erschöpft  wird.  Sophus 
Lie  nennt  in  seinem  grundlegenden  Werke:  .Theorie  der 
Transformationsgruppen,  Leipzig  1888,  die  so  definierte 
Schar  (2)  überdies  eine  endliche,  kontinuierliche  Trans- 
formationsgruppe, wobei  er  also  den  Ausdruck  endlich  im 
andern  Sinne  nimmt,  als  er  oben  S.  175  benutzt  wurde, 
weil  er  diese  Gruppen  von  den  unendlichen  kontinuier- 
lichen Gruppen  unterscheidet,  welch  letztere  nicht  durch 
Gleichungen  von  der  Form  (2)  definiert  werden  können. 

Ein  Beispiel  einer  solchen  kontinuierlichen  Gruppe  haben 
wir  bereits  früher  (G.  T.  I.  51.  S.  83)  in  den  linearen  Trans- 
formationen kennen  gelernt,  welche  die  projektive  Beziehung 
eines  Grundgebildes  erster  Stufe  darstellten.  Auch  die  Kreis- 
verwandtschaften, die  ja  nach  51.  ebenfalls  in  der  Form 
einer  linear  gebrochenen  Substitution  erscheinen,  besitzen  des- 
wegen die  Gruppeneigenschaft.  Die  Bestimmung  der  Cremona- 
schen  Transformationen,  welche  kontinuierliche  Gruppen  bilden, 
hat  Enriques  durchgeführt.  Es  sind  lediglich  die  bei  den 
endlichen  Gruppen  S.  178  unter  a),  b)  und  c)  genannten  Typen. 

Näher  auf  diese  Untersuchungen  einzugehen,  ist  nicht 
möglich.  Wir  verweisen  auf  Fano:  Über  Gruppen,  ins- 
besondere kontinuierliche  Gruppen  von  Cremona-Transforma- 
tionen  der  Ebene  und  des  Raumes.  Vortrag,  gehalten  auf 
dem  internationalen  Mathematikerkongreß  in  Zürich  den 
10.  August  1897.  Monatshefte  für  Math,  und  Phys.  9.  Jahrg. 
1898.    S.  17-29. 
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Geometrische  Erzeugung. 

92.  Indem  wir  nun  zu  den  höheren,  d.  h.  nicht  linearen 
Verwandtschaften  im  Räume  übergehen,  wollen  wir  wieder 
zunächst  die  einfachsten  derartigen  Transformationen  ins 
Auge  fassen,  nämlich  solche,  die  lediglich  mittels  kollinearer 
und  reziproker  Beziehungen  erzeugt  werden  können.  Ein  der- 
artiges Beispiel  liefert  folgende  für  die  Ebene  schon  in  13. 
S.  27  erwähnte  Konstruktion: 

Zwei  räumlichen  Systeme  ^  und  2"'  seien  re- 
ziprok aufeinander  bezogen;  außerdem  ist  zwischen 
einem  Bündel  S  von  U  und  einem  Bündel  5'  von  ^' 
eine  kollineare  Beziehung  hergestellt.  Irgend  ein 
Punkt  P  von  ^  bestimmt  mit  S  verbunden  einen 
Strahl  p ,  dem  in  S'  ein  Strahl  p^  entspricht.  In 
der  reziproken  Beziehung  ist  dem  Punkte  P  eine 
Ebene  ti^  zugeordnet.  Den  Schnittpunkt  P'  von  p' 
und  jz^  weisen  wir  dem  Punkte  P  zu. 

Die  Eigenschaften  der  dadurch  definierten  Punktver- 
wandtschaft zu  ermitteln,  fällt  nicht  schwer.  Offenbar  ge- 
langt man  unter  Anwendung  der  entsprechenden  Konstruk- 
tion auch  umgekehrt  von  P'  zu  P,  da  dem  Punkte  P'  der 
Ebene  tt'   eine   durch  P  gehende  Ebene   entspricht.     Läßt 
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man  femer  den  Punkt  P  sich  auf  einer  beliebigen  Ebene  e 
bewegen,  so  beschi-eibt  die  zugehörige  Ebene  n'  ein  Bündel 
um  den  Punkt  E' ,  welcher  der  Ebene  e  zugeordnet  ist  und 
dieser  Ebenenbündel  ist  reziprok  auf  den  Bündel  der  Strahlen^' 
bezogen.  Nach  bekannten  Sätzen  erzeugen  dann  aber  diese 
beiden  Bündel  eine  Pläche  zweiter  Ordnung,  die  auch  durch 
S'  und  E^  hindurchgeht.  Ganz  in  der  gleichen  Weise  ent- 
sprechen den  Ebenen  von  2''  im  Räume  Z  Flächen  zweiter 
Ordnung  durch  S. 

Gehen  wir  nun  dazu  über,  die  singulären  Elemente 
in  beiden  Räumen  aufzusuchen.  Zunächst  sind  S  und  8^ 
ausgezeichnete  Punkte.  Entsprechen  ihnen  nämlich  bzw.  die 
Ebenen  o'  und  o  in  der  Korrelation,  so  muß  man  dem 
Punkte  P,  wenn  er  nach  S  fällt,  alle  Punkte  von  a'  zu- 
ordnen und  ebenso  dem  Punkte  S'  alle  Punkte  von  a.  Ge- 
nauer läßt  sich  der  Zusammenhang  wie  folgt  formulieren: 
Nähert  sich  ein  Punkt  P  auf  einem  Strahle  p  dem  Punkte  S 
mehr  und  mehr,  so  fällt  der  ihm  entsprechende  Punkt  P' 
im  Grenzfalle  mit  dem  Punkte  zusammen,  in  welchem  der 
in  der  kollinearen  Beziehung  der  Bündel  entsprechende 
Strahl  p'  die  Ebene  n  schneidet.  Den  zu  S^  unendlich  be- 
nachbarten Punkten  sind  in  ähnlicher  Weise  die  Punkte  von  o 
zugewiesen. 

Eine  Ausnahme  tritt  ferner  ein,  wenn  der  zu  einem 
Punkte  P  gehörige  Strahl  p'  ganz  in  der  Ebene  n^  Hegt, 
die  dem  Punkte  P  entspricht:  denn  dann  ist  diesem  Punkte 
dieser  ganze  Strahl  zuzuordnen.  Damit  dies  möglich  wird, 
muß  die  Ebene  n  jedenfalls  durch  S'  hindurchgehen,  also 
muß  ein  solcher  Punkt  in  der  Ebene  o  von  S  gelegen  sein. 
Lassen  wir  demnach  einen  Punkt  X  sich  in  der  Ebene  o 
bewegen,  so  beschreibt  die  entsprechende  Ebene  |'  den 
Ebenenbündel  S'  und  der  dem  Verbindungsstrahl  SX  oder  x 
entsprechende  Strahl  x'  des  Bündels  S'  einen  auf  den  Ebenen- 
bündel I'  reziprok  bezogenen  Strahlenbündel.  Dann  gibt  es 
aber  (G.  T.  I.  113.)  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  von  Strahlen, 
deren  entsprechende  Ebenen  durch  sie  hindurchgehen  und 
diesem  Kegel  entspricht  in  o  ein  Kegelschnitt  h^-y  jedem 
Punkte  K  von  h^  ist  eine  Erzeugende  des  genannten  Kegels 
zugeordnet.  Dieser  schneidet  femer  aus  der  Ebene  a'  einen 
Kegelschnitt  k"^  aus,  dessen  Punkte,  wie  leicht  zu  ersehen, 
im  Räume  2'  die  Eigenschaft  besitzen,   daß  ihnen  Gerade 
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in  2  entsprechen.  Bezeichnen  wir  die  ausgezeichneten  Ele- 
mente wieder  als  Fundamentalsysteme,  so  können  wir  zu- 
sammenfassend bemerken: 

Im  Räume  2"  bilden  der  Punkt  5,  die  Ebene  o, 
der  Kegelschnitt  Jc^  und  der  Jc^  aus  S  projizierende 
Kegel  zweiter  Ordnung  (Sk'^)  das  Fundamentalsystem, 
ebenso  in  2"  die  analogen  Gebilde  S\o%k'^  (S'k'^) . 
Den  Punkten  S  und  S^  sind  die  sämtlichen  Punkte  von 
ö'  bzw.  o  zugeordnet.  Die  Kegel  (Sk^)  und  (5"Ä;'2) 
entsprechen  einander  Strahl  für  Strahl  in  der  kol- 
linearen Beziehung  der  Bündel  S  und  S\  Sind  7 
und  r  zwei  einander  entsprechende  Erzeugende 
dieser  Kegel,  L  und  L'  die  Punkte,  in  denen  sie 
den  Kegelschnitten  k^  und  k^^  begegnen,  so  ent- 
sprechen dem  Punkte  L  alle  Punkte  von  Z',  jedem 
andern  Punkte  von  l  entspricht  der  Punkt  L\ 

Das  Bild  einer  Ebene  und  einer  Geraden. 

93.  Eine  beliebige  Ebene  e  von  H  trifft  alle  Erzeugenden 
des  Kegels  (Sk^),  also  enthält  die  entsprechende  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  2*'  den  F.-Kegelschnitt  k^^;  die  Ebene  e 
schneidet  ferner  die  Ebene  o  in  einer  Geraden  w,  welche 
mit  k^  zwei  Punkte  gemein  hat.  Die  entsprechende  Fläche 
zweiter  Ordnung  geht  deswegen  durch  5'  und  hat  in  S' 
diejenige  Ebene  zur  Tangentialebene,  welche  der  Ebene  (Sm) 
im  Bündel  5'  entspricht  und  diejenigen  beiden  Geraden  zu 
Erzeugenden,  welche  den  Schnittpunkten  von  e  mit  k^  ent- 
sprechen. Die  Fläche  ist  demnach  eine  geradlinige  oder  nicht, 
je  nachdem  diese  Schnittpunkte  von  m  mit  k^  reell  oder 
imaginär  sind.  Berührt  die  Ebene  e  den  Kegelschnitt  k- 
in  einem  Punkte  P,  so  tritt  der  Ubergangsfall  ein:  es  ver- 
einigen sich  zwei  Erzeugende  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  diese  wird  also  ein  Kegel,  dessen  Spitze  auf  dem  Strahle 
des  Bündels  S'  liegt,  der  dem  Strahle  SP  entspricht.  In 
der  Tat  wird  jede  durch  P  in  £  gezogene  Gerade  durch  die 
Transformation  wieder  in  eine  Gerade  übergeführt,  wie  wir 
weiter  unten  noch  näher  zu  erörtern  haben. 

Dem  oo^-fachen  System  der  Ebenen  von  2  entspricht 
mithin  das  System  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  S'  und  Ä'^  gehen,   und  analog  bilden   S  und   k^  die 
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festen  Elemente  für  alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  in  welche 
die  Ebenen  von  2*'  übergehen. 

Irgend  drei  Ebenen  von  ^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P  und  die  drei  entsprechenden  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  ^'  haben,  wie  man  auch  direkt  zeigen  kann,  einen 
Punkt,  nämlich  den  entsprechenden  P'  gemeinsam. 

Einer  beliebigen  Geraden  g  in  H j  welche  wir  uns  als 
Schnittlinie  zweier  Ebenen  bestimmt  denken,  entspricht  der 
bewegliche  Durchschnitt  der  beiden  zugehörigen  Flächen 
zweiter  Ordnung,  also  ein  Kegelschnitt  Kg ,  da  beide  Flächen 
ja  den  Kegelschnitt  Jc^^  gemein  haben.  Dieser  Kegelschnitt 
gehört  ganz  der  Ebene  an,  welche  im  Bündel  S^  der  Ebene  (Sg) 
entspricht,  und  er  trifft  k'^  in  zwei  Punkten.  Diese  ent- 
sprechen den  Mantellinien  des  Kegels  (SJc^) ,  welche  die  Ge- 
rade g  treffen.  Die  Gerade  g  hat  ferner  mit  der  Ebene  o 
einen  Punkt  T  gemein;  folglich  geht  Kg  durch  S^  hindurch; 
dem  Strahl  ST  oder  t  entspricht  ferner  im  Bündel  S^  ein 
Strahl  f ,  die  Tangente  an  K^  m  S\ 

Trifft  die  Gerade  g  den  Kegelschnitt  k^ ,  so  scheidet  die 
dem  Schnittpunkte  zugewiesene  Erzeugende  des  Kegels  (S'Ä;' 2) 
aus  und  wir  erhalten  als  Bild  von  g  wieder  eine  Gerade  g^ 
in  ^',  welche  ihrerseits  mit  k^^  einen  Punkt  gemein  hat. 

Liegt  g  in  der  Ebene  a,  so  entsprechen  ihren  beiden 
Schnittpunkten  mit  k^  zwei  Erzeugende  des  Kegels  (S^k^^), 
den  übrigen  Punkten  von  g  ist  der  Punkt  S^  zugewiesen. 

Das  Bild  einer  beliebigen  Fläche  und  einer 
beliebigen  Raumkurve. 

94,  Denken  wir  uns  jetzt  eine  Fläche  m-ter  Ordnung  / 
im  Räume  2"  gegeben,  welche  —  um  gleich  den  allgemeinsten 
Fall  zu  erledigen  —  r-mal  durch  den  Kegelschnitt  k^  hin- 
durchgeht und  im  Punkte  S  einen  /^-fachen  Knotenpunkt 
hat.  Um  ihr  Bild  f  in  2"'  zu  untersuchen,  wählen  wir 
irgend  eine  Gerade  g^  in  2".  Der  Ebene  {S^ g^  entspricht 
dann  eine  gewisse  Ebene  durch  S  und  in  dieser  liegt  der 
Kegelschnitt,  in  den  g'  übergeht;  derselbe  enthält  S  und 
trifft  k'^  in  den  Punkten  L  und  Jf ,  welche  den  Schnittgeraden 
der  Ebene  (S'g^)  mit  dem  Kegel  {S'k'^)  entsprechen.  Von  der 
Fläche  f  liegt  in  der  Ebene  dieses  Kegelschnittes  eine  Kurve 
niriev  Ordnung  (7"»,  welche  durch  S  //-mal,  durch  die  Punkte  L 
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und  M  je  r-mal  hindurchgeht.  So  viele  Schnittpunkte,  die 
nicht  dem  F.-Systeme  angehören,  dieser  Kegelschnitt  mit 
der  Cm  gemein  hat,  ebensoviel  Schnittpunkte  mit  /' 
liefert  die  Gerade  g\  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  aber 
2m  —  fx  —  2v  und  dies  ist  die  Ordnung  m'  von  f ,  also 

(1)  m'  =  2m  —  fi  —  2v  . 

Es  möge  nun  f  den  Kegelschnitt  ¥^  als  r-fache  Kurve  ent- 
halten und  in  S'  einen  /^'-fachen  Knotenpunkt  besitzen,  dann 
lassen  sich  v'  und  /^'  in  folgender  Weise  ermitteln:  der 
Strahl  SL  schneidet  f  in  m  —  ju  —  v  Punkten,  welche  nicht 
dem  F.-Systeme  angehören,  und  denen  also  stets  ein  be- 
stimmter Punkt  L^  von  k'^  entspricht:  es  ist  mithin 

(2)  v'  =  m  —  fji  —  V  . 

Ferner  trifft  die  Verbindungslinie  LM  die  0'"  in  m~2v 
Punkten,  die  außerhalb  L  und  M  liegen,  also  hat  die  der 
Kurve  C"*  in  Z'  entsprechende  Kurve  in  S'  einen  (m  —  2  r)- 
fachen  Punkt,  d.  h.  es  ist 

(3)  jLt^  =  m  —  2v  . 

Die  Fläche  f  schneidet  die  Ebene  des  Kegelschnittes  Je- 
außer  in  h^  noch  in  einer  Kurve  von  der  Ordnung  m  —  2v , 
der  in  ^'  ein  Kegel  von  der  gleichen  Ordnung  entspricht. 
Dessen  Erzeugende  haben  m  —  2v  -{-  1  konsekutive  Punkte 
in  S^  mit  der  Fläche  gemein;  derselbe  ist  daher  der  Tangential- 
kegel  im  (m  —  2  v)-fachen  Punkte  S^  die  Fläche  f . 

Der  Kegelschnitt  Jc"^  hat  weiter  mit  der  Fläche  /  noch 
2{m  —  2v)  Punkte  gemein;  die  diesen  entsprechenden  Strahlen 
durch  /S"  gehören  der  Fläche  f  ganz  an  und  durch  sie  geht 
auch  der  Tangentialkegel  des  Punktes  S\ 

Beispielsweise  entspricht  einer  Fläche  /"'"  von  der  Ord- 
nung m,  welche  weder  S  noch  Jc^  enthält,  eine  Fläche  f'^'" 
von  der  Ordnung  2m,  welche  in  S^  einen  m-fachen  Punkt 
hat  und  Jc^^  als  m-fache  Kurve  enthält. 

Berührt  die  Fläche  f"^  den  Kegelschnitt  7c^ ,  so  können 
wir  uns  die  Fläche  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungs- 
punktes durch  ihre  Tangentialebene  ersetzt  denken,  der  nach 
dem  obigen  ein  Kegel  entspricht.  Auf  diese  Weise  erkennt 
man,  daß  das  Bild  der  Fläche  f"^  in  diesem  Falle  außer  in 
S^  noch  einen  weiteren  Knotenpunkt  besitzt. 
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Nehmen  wir  als  Beispiel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  Z,  welche  k-  doppelt  berührt,  so  entspricht  ihr  in  2"' 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  drei  Knotenpunkten,  von 
denen  einer  in  S^  gelegen  ist;  der  Kegelschnitt  Jc^^  ist  für 
sie  eine  Doppelkurve;  durch  S^  gehen  vier  Gerade  auf  der 
Fläche. 

Gehen  wir  dagegen  aus  von  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch  S  hindurchgeht,  aber  nicht  durch  Ic^ ,  so 
ist  ihr  Bild  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  Jc^^  einfach 
enthält  und  in  S^  einen  Knotenpunkt  besitzt.  Die  Fläche 
zweiter  Ordnung  besitzt  zwei  Erzeugende,  die  durch  S  hin- 
durchgehen. Sie  transformieren  sich  in  Erzeugende  der  Fläche 
dritter  Ordnung  durch  S\  Die  übrigen  vier  Erzeugenden 
der  Fläche  dritter  Ordnung  durch  S^  entsprechen  den  vier 
Schnittpunkten  von  k^  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Ist  eine  beliebige  ßaumkurve  R  von  der  ^-ten  Ordnung 
in  ^  gegeben,  welche  ;<-mal  durch  S  gehen  und  mit  k^ 
X  Schnittpunkte  gemein  hat,  so  möge  die  ihr  entsprechende 
Raumkurve  R'  in  Z'  von  der  Ordnung  p'  sein,  n'-mA  durch 
S^  gehen  und  k"^  A'-mal  treffen.  Da  einer  Ebene  in  Z^  im 
ersten  Räume  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  S'  und  k'^ 
entspricht,  so  hat  diese  Ebene  offenbar  2p  ~  k  —  l  Punkte 
mit  i?'  gemein,  d.  h.  man  hat 

(4)  p'  =^2p  —  7i  —  X. 

Femer  schneidet  i?  den  Kegel  {ßk'^)\\i  2p  —  2k  —  k  Punkten, 
welche  nicht  dem  F.-Systeme  angehören,  also  ist 

(5)  x'  =  2p  —  2x  —  X, 

Da  endlich  R  die  Ebene  von  h^  m  p  -—  k  nicht  auf  Ä^  ge_ 
legenen  Punkten  trifft,  so  ist 

(6)  A'=i)-A. 

Speziell  entspricht  einer  Raumkurve  p-ter  Ordnung  li^ ,  welche 
weder  S  enthält  noch  k'^  schneidet,  eine  Raumkurve  2jö'-ter 
Ordnung  jR'^p,  welche  durch  5' jp-mal  hindurchgeht  und  dem 
Kegelschnitt  k"^  m  2p  Punkten  begegnet.  Sie  wird  demnach 
aus  S'  durch  einen  Kegel  von  der  Ordnung^  projiziert,  der 
dem  Kegel  entspricht,  welcher  von  S  aus  nach  Rp  geht. 
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Die  Formeln  für  die  Transformation. 

95.  Um  nun  auch  die  analytische  Darstellung  dieser 
Transformation  zu  gewinnen,  wählen  wir  in  Z  sowie  in  2!' 
je  ein  Koordinaten-Tetraeder  und  die  Ecken  0;^  =  0 ,  iCg  ==  0 , 
Xg  =  0  bzw.  a^i  =  0 ,  ;r2  =  0 ,  ^^3  =  0  mögen  als  Bündelmittel- 
punkte S  bzw.  S^  genommen  werden.  Die  kollineare  Beziehung 
diese  Bündel  sei  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Qxl^  ax^^,     QX2  =  ax.,,     qx'^  =  a  x^ 
oder 


\   i  )  X\     I    Xt)^    I    itß     X\      •    Xif     *    Xn     • 

Die  reziproke  Beziehung  von  2  und  Z'  geben  wir  uns  durch 
die  Gleichungen 

(8)  1;  =  üi^  x^  +  «,-2  x.^  +  «f..  x.^  4-  a,-4  .r^ ;      (/  =  1 ,  2 ,  3 ,  4) 
aus  denen  sich  die  anderen  ergeben: 

(9)  ki  =  a^xi  +  a^iX^  +  a^iXi  -\- a^iXi  .       (*  =  1 ,  2 ,  3 ,  4) 

Irgend  ein  Punkt  mit  den  Koordinaten  X,  bestimmt 
einen  Strahl  im  Bündel  Sy  der  gegeben  sei  durch  die  Glei- 
chungen 

x^        Xi  ,       x^        X. 

-^  =  ^       und       -i  =  — i-  . 

Ä?2  -A.2  ^3  -A3 

Sein  entsprechender  im  Bündel  S'  wird  dann: 

/-j  rv\  :^  =    -^1  ^1   ^    -^] 

Außerdem  ist  dem  Punkte  Xj  die  Ebene  zugewiesen: 

(11)  Ax[-^Bxi-\-Cx'^-\-I)xi  =  0 , 

wobei 

-A  ==  0/^^  2L^  -{-^^21  -Ao  -f-  ö^3j^  -A.3  -j-  6i^j^  2\.^ 

B  ==  «21  ^1  +  «22  -^2  +  «23  ^3  +  «24  ^4 
C  =  «31  Xj  +  «32  -^2  H~  «33  -^3  +  «34  ^4 
7)  =  «41  Xi  4-  «42  ^2  +  «43  ^3  +  «44  ^4  • 

Der  Schnittpunkt  des  Strahles  (10)  mit  der  Ebene  (11)  ist  der 
dem   Punkte   X,-  entsprechende    Punkt   X/.      Schreiben  wir 
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der  Kürze  wegen   statt  der  X,-  die  Xi,   so  erhalten  wir  die 
Formeln : 


{Xi  i  X2  '  x^  :  x^ 
'.(Ax^  +  B 


—Dx^  :  —Dx^  :  —Dx^ 


(12) 

Bx^  +  Cxs) . 

Diese  vereinfachen  sich  noch,  wenn  wir  annehmen,  daß  dem 
Punkte  S  oder  ^^  =  0,  iCg  =  0,  ^3  =  0  die  Ebene  0^4  =  0 
entspricht  und  dem  Punkte  S^  oder  x{  =  0  y  x.2=^0 ,  x^  =  0 
die  Ebene  ^^  =  0 .     Denn  dann  muß  sein : 

(^j^  =  0^24  =  ^34  =  \) 

und 

^41   =  ^42  =  f<^44  ''^  ^  j 

also 

D  =  044^^4  ==  —kx^  . 

Die  Gleichungen  (12)  gehen  dann  aber  in  die  folgenden  über: 

(pix^x^x^) 


yxO)         u/j  l  X^  *  «^3  •  X^  —  X-^^  X^  l  X2  Xi^  \  X^  X^  I 


h 


wobei  q)  ein  allgemeiner  Ausdruck  zweiten   Grades  in  x^ , 

X2 ,  x^.     Ebenso  erhalten  wir 

/^  .X  ,,,,,,    (p(xixixo) 

y  X.  Txy  %Ä/-i    t  %i/if   m  «x/3   •  ti/4   —  «X/ j^  »*/4  •  «x/2  ^*'4  •  «^3  «^4  •  ■»  , 

rv 

wobei  99  der  gleiche  quadratische  Ausdruck  in  den  x^  ist. 
Die  Substitution  ist  also  in  der  Tat  eine  quadratische.  Die 
Kegelschnitte  ä;'-  und  h"^  sind  gegeben  durch 

q)(x^i  x^y  x^)  =  0 y   0^4  =  0    bzw.    cp {x{ y  X2,  x^)  =  0   iP4  =  0 . 

Der  quadratische  Ausdruck  stellt  den  Kegel  {Sh'^)  bzw. 
{S'k"^)  vor.  Es  ist  nicht  schwer,  nun  auch  analytisch  die 
abgeleiteten  Resultate  zu  bestätigen. 

Koinzidenzpunkte    und   involutorische    Punktpaare. 

96.  Die  Koinzidenzpunkte  der  Transformation  lassen 
sich  auf  Grund  der  gegebenen  Erzeugung  in  einfacher  Weise 
ermitteln.  Sucht  man  zunächst  in  den  kollinearen  Bündeln 
solche  entsprechende  Strahlen  auf,  die  sich  schneiden,  so  er- 
füllen die  Schnittpunkte  dieser  Strahlen  eine  durch  S  und  S' 
gehende  Raumkurve  dritter  Ordnung  B^ .    Denn  irgend  eine 
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Ebene  schneidet  aus  den  beiden  Bündeln  kollineare  Felder 
aus,  welche  drei  Doppelpunkte  besitzen,  die  in  dieser  Ebene 
gelegenen  Punkte  der  Raumkurve.  Außerdem  bestimmt  die 
Korrelation  eine  Kernfläche  Fp  (G.  T.  I.  178.)  als  Ort  aller 
Punkte  des  einen  oder  andern  Systems,  deren  entsprechende 
Ebenen  durch  sie  hindurchgehen.  Die  Raumkurve  B,^  schneidet 
aber  aus  der  Fläche  zweiter  Ordnung  Fp  sechs  Punkte  aus, 
die  offenbar  mit  ihren  entsprechenden  sich  decken  und  dies 
sind  im  allgemeinen  Falle  die  einzigen  Koinzidenzpunkte  der 
Transformation. 

Um  weiter  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  diese  Trans- 
formation ein  sich  involutorisch  entsprechendes  Punktpaar 
enthält,  können  wir  eine  Untersuchung  durchführen,  die  der 
für  ebene  Systeme  (vgl.  81.)  entspricht.  Betrachten  wir  einen 
Strahl  des  Bündels  S  als  zu  2  und  2'  gehörig  und  be- 
zeichnen ihn  dementsprechend  mit  a  und  V ,  so  entsprechen 
ihm  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  ein  Strahl  a' 
des  Bündels  S'  und  andererseits  ein  Kegelschnitt  K^.  Wir 
wollen  nun  zunächst  untersuchen,  ob  es  vorkommt,  daß  a' 
diesen  Kegelschnitt  Kv  trifft. 

Lassen  wir  a  einen  Strahlenbüschel  in  einer  Ebene  a 
durch  S  beschreiben,  so  durchläuft  a'  einen  projektiven 
Strahlenbüschel  in  der  entsprechenden  Ebene  (x'  von  /S',  die 
Kegelschnitte  Ki,'  aber  erfüllen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  9?« , 
welche  durch  S  und  h"^  hindurchgeht,  und  sie  liegen  in  den 
Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Achse  der  Strahl  /  ist, 
der  dem  Verbindungsstrahl  S'  S  als  f  genommen  entspricht. 
Aus  der  Ebene  (x'  schneidet  dieser  Ebenenbüschel  einen 
Strahlenbüschel  aus,  der  wiederum  projektiv  zum  Strahlen- 
büschel a'  ist,  während  die  Fläche  9?«  als  Schnitt  mit  a' 
einen  Kegelschnitt  iT«  liefert.  Die  beiden  in  der  Ebene  «' 
gelegenen  Strahlenbüschel  erzeugen  aber  einen  Kegelschnitt, 
der  mit  Z«  vier  Schnittpunkte  gemein  hat.  In  einem  solchen 
begegnen  sich  alsdann  ein  Strahl  und  ein  Kegelschnitt,  die 
dem  gleichen  Strahl  von  S  doppelt  entsprechen;  bezeichnen 
wir  also  einen  solchen  Schnittpunkt  mit  X  und  gleichzeitig  Y' , 
so  entsprechen  ihm  zwei  Punkte  X'  und  Y  auf  dem  gleichen 
Strahl  des  Bündels  S.  Wird  femer  S'  als  Punkt  U  von  2 
genommen,  so  entspricht  ihm  ein  Punkt  TJ'  und  die  Ver- 
bindungslinie SU'  trifft  die  Ebene  o  in  einem  Punkte,  der 
ebenfalls  S'  entspricht.    Wir  können  daher  behaupten:  Alle 
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Punkte,  deren  in  beiderlei  Sinn  entsprechende  Punkte  auf 
Strahlen  durch  S  liegen,  erfüllen  eine  Raumkurve  fünfter 
Ordnung,  welche  auch  durch  S  und  S^  hindurchgeht. 

Eine  analoge  Kurve  erhalten  wir  für  den  Bündel  S\ 
Soll  nun  aber  zunächst  bloß  ein  einziges  Punktpaar  vor- 
handen sein,  das  sich  involutorisch  entspricht,  so  müßte  es 
beiden  Raumkurven  angehören.  Da  aber  die  beiden  Raum- 
kurven sich  im  allgemeinen  nicht  schneiden,  so  ist  ein  solches 
Punktpaar  auch  nicht  vorhanden.     Es  folgt  also: 

Die  betrachtete  quadratische  Transformation  ent- 
hält sechs  Koinzidenzpunkte,  aber  im  allgemeinen 
keine  sich  involutorisch  entsprechenden  Punkte. 

§  21.    Spezielle  Fälle. 

Perspektive  Systeme. 

97.  Die  zahlreichen  speziellen  Fälle  dieser  quadratischen 
Verwandtschaft  ergeben  sich,  wenn  wir  entweder  die  kol- 
lineare Beziehung  der  beiden  Bündel  oder  die  reziproke  Be- 
ziehung der  räumlichen  Systeme  oder  beide  gleichzeitig  spezia- 
lisieren. Dabei  wollen  wir  aber  einstweilen  noch  metrische 
Gebilde   (Kugel,   Kreis)   von   der  Betrachtung  ausschließen. 

Setzen  wir  —  um  gleich  den  wichtigsten  Fall  zu  er- 
halten —  zunächst  voraus,  die  beiden  Bündel  S  und  5'  seien 
kongruent  und  außerdem  konzentrisch  in  eine  solche  Lage 
gebracht,  daß  jeder  Strahl  sich  mit  seinem  entsprechenden 
deckt,  während  die  Korrelation  der  räumlichen  Systeme  eine 
allgemeine  bleiben  soll.  Die  Kernfläche  Fp  derselben  wird 
jetzt  von  jedem  Strahl  des  Bündels  S  in  zwei  Punkte  ge- 
schnitten, die  sich  offenbar  selbst  entsprechen.  Sie  sind 
gleichzeitig  die  Doppelpunkte  der  projektiven  Punktreihen, 
die  jeder  sich  selbst  entsprechende  Strahl  des  Bündels  S 
trägt.  Es  tritt  in  diesem  Falle  eine  ganze  Fläche  Fp  auf, 
deren  Punkte  sämtlich  sich  selbst  entsprechen,  also  eine 
„feste"  Fläche. 

Da  ferner  die  beiden  Kegel  (SJc^)  und  (S^k^^)  im  all- 
gemeinen Falle  sich  in  der  kollinearen  Beziehung  der  Bündel  S 
und  S'  entsprachen,  so  müssen  beide  Kegelflächen  jetzt  in 
eine  sich  vereinigen,  und  auf  ihr  liegen  die  beiden  Kegel- 
schnitte  k^   und   Ä'^.      Jedem  Punkte   eines  dieser  Kegel- 
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schnitte  entspricht  die  durch  ihn  hindurchgehende  Erzeugende, 
folglich  gehören  Ä^  und  ¥  ^  der  festen  Fläche  der  Koinzidenz- 
punkte an  und  stellen  den  vollständigen  Schnitt  derselben 
mit  dem  Kegel  zweiter  Ordnung  dar.  Wir  können  diese 
Systeme  als  „quadratisch  perspektiv"  bezeichnen. 

Die  allgemeine  Inversion. 

98.  Machen  wir  jetzt  noch  die  weitere  Annahme,  daß 
die  reziproke  Beziehung  eine  involutorische  sei,  daß  sie  folg- 
lich in  die  polare  Beziehung  in  bezug  auf  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  p  übergeht,  so  entspricht  irgend  einem  Punkte  P 
derjenige  Punkt  P',  in  welchem  der  Verbindungsstrahl  SP 
von  der  Polarebene  des  Punktes  P  in  bezug  auf  p  ge- 
schnitten wird.  Trifft  der  Strahl  FF'  in  A  und  B  die 
Fläche  p,  so  sind  also  J.,  P,  P,  F'  vier  harmonische 
Punkte  und  man  kann,  ausgehend  von  S  und  p,  durch  diese 
Eigenschaft  allein  die  Transformation  definieren  [Geiser  (7)]. 
Die  Beziehung  ist  jetzt  eine  involutorische.  Die  beiden 
Kegelschnitte  h"^  und  ¥^  vereinigen  sich  in  einen  einzigen, 
nämlich  die  Berührungskurve  des  von  S  aus  an  p  gehenden 
Tangentenkegels.  Wir  erhalten  demnach  folgende  Erzeugung 
dieser  quadratischen  Inversion: 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  p  ist  gegeben  und 
ein  Punkt  S',  jedem  Punkte  P  ordnet  man  denjenigen 
Punkt  P'  des  Strahlen  SF  zu,  der  von  P  durch  p 
harmonisch  getrennt  wird,  oder  also  den  Schnitt- 
punkt von  SF  mit  der  Polarebene  von  P  in  bezug 
auf  p .  Jedem  Punkte  der  Berührungskurve  des 
von  S  aus  an  p  gehenden  Tangentenkegels  ent- 
spricht der  durch  ihn  gehende  Strahl  des  Bündels  S . 
Jedem  Punkte  der  Ebene  der  Berührungskurve  ent- 
spricht der  Punkt  S.  Alle  Punkte  von  p  ent- 
sprechen sich  selbst. 

Man  bemerke,  daß  die  Existenz  dieser  Transformation 
unabhängig  davon  ist,  ob  der  Punkt  S  außerhalb  oder 
innerhalb  der  Fläche  p  liegt.  Im  letzteren  Falle  wird 
lediglich  der  Tangentenkegel  von  S  aus  sowie  dessen  Be- 
rührungskurve mit  /2  ganz  imaginär. 

Die  Formeln  für  diese  Verwandtschaft  sind  ganz  die 
gleichen  wie  früher,  vgl.  S.  187  (13)  und  (14),  nur  beziehen  sich 
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jetzt  die  Xi  und  die  xl  auf  das  gleiche  F.-Tetraeder.     Für 
die  feste  Fläche  f^  erhält  man  die  Gleichung: 

(15)  q) {x^  X2X^  —  'kx\  =  ^, 

Weitere  spezielle  Fälle. 

99.  Andere  Spezialisierungen  dieser  Transformation 
mögen  nur  kurze  Erwähnung  finden.  So  steht  es  ims  z.  ß.  ja 
frei,  die  beiden  Bündel  S  und  B'  in  perspektiver  Lage  an- 
zunehmen, also  so,  daß  sich  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einer  Ebene  begegnen.  Dann  erhalten  wir  im  Schnitt 
dieser  Ebene  mit  der  Kernfläche  Fp  der  Korrelation  einen 
von  lauter  Koinzidenzpunkten  gebildeten  Kegelschnitt.  Außer- 
dem enthält  die  Verbindungslinie  SB'  der  Bündelmittelpunkte 
in  den  Schnittpunkten  mit  Fp  noch  ein  Paar  isolierter  Ko- 
inzidenzpunkte. Alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
treffen  die  Gerade  BB'. 

Setzen  wir  dagegen  voraus,  daß  B  und  B'  zusammen- 
fallen, während  die  Bündel  perspektiv  liegen,  so  erhalten 
wir  wieder  einen  Kegelschnitt  von  Koinzidenzpunkten  und 
ein  einzelnes  Paar. 

Nehmen  wir  die  Bündel  konzentrisch,  perspektiv  und  über- 
dies involutorisch,  die  zugehörige  Korrelation  aber  noch  all- 
gemein, so  zeichnet  sich  diese  Verwandtschaft  dadurch  aus, 
daß  sie  oo^  involutorische  Punktpaare  enthält,  die  eine  Fläche 
dritter  Ordnung  erfüllen.  Denn  betrachten  wir  irgend  eine  Ge- 
rade (^,  m')  gleichzeitig  als  zum  einen  und  zum  andern  System 
gehörig,  so  entsprechen  ihr  zwei  Kegelschnitte,  welche  beide 
in  der  Ebene  liegen,  die  der  Ebene  {ßV)  involutorisch  ent- 
spricht. Beide  Kegelschnitte  gehen  durch  B  und  sind  perspektiv 
aufeinander  bezogen  vermöge  des  Strahlenbüschels  B.  In 
ihren  übrigen  drei  Schnittpunkten  vereinigen  sich  also  ent- 
sprechende Punkte  und  diesen  sind  wieder  Punkte  auf  der 
Geraden  l  involutorisch  zugeordnet,  womit  die  obige  Be- 
hauptung erwiesen.  Die  Fläche  dritter  Ordnung  geht  auch 
durch  B.  Ihre  Tangentialebene  in  B  bestimmt  sich  wie 
folgt:  Die  beiden  Ebenen  o  und  a'  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  t  und  die  der  Ebene  {Bt)  entsprechende  Ebene  be- 
rührt in  B  diese  Fläche. 

Verbinden  wir  endlich  die  konzentrisch,  perspektiv  und 
involutorisch   gelegenen   Bündel  B  und  B'  mit   einer  räum- 


192     V.  Quadratisch  verwandte  Systeme  allgemeiner  Art. 

licheo  Polarität,  so  erhalten  wir  eine  durchweg  involutorische 
Verwandtschaft.  Auch  in  diesen  drei  Transformationen 
treffen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  sämtlich 
eine  feste  Gerade,  die  Achse  der  Perspektiven  Strahlenbündel. 
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eine  Ebene. 

Geometrische  Herleitung  der  Abbildung. 

100,  Betrachten  wir  in  der  allgemeinen  Transformation 
zweiten  Grades  (95.)  eine  Ebene  e  in  2"  und  die  ihr  in  S' 
entsprechende  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  wird  diese  Fläche 
durch  die  Transformation  eindeutig  ai5  die  Ebene  abgebildet. 
Den  Schnittpunkten  von  s  mit  ^^  entsprechen  die  zwei  durch 
5'  gehenden  Erzeugenden  der  Fläche,  und  damit  sind  auch 
alle  singulären  Elemente,  in  denen  die  Eindeutigkeit  der 
Zuordnung  eine  Störung  erleidet,  angegeben.  Ohne  die 
Allgemeinheit  zu  schädigen,  können  wir  übrigens  statt  der 
allgemeinen  Transformation  zweiten  Grades  die  Perspektive 
(97.)  benutzen  und  eine  Ebene  und  die  ihr  entsprechende 
Fläche  zweiter  Ordnung  betrachten,  die  dann  durch  den 
Strahlenbündel  S  aufeinander  perspektiv  bezogen  werden. 
Unabhängig  von  der  Raumtransformation  erhalten  wir  dem- 
nach die  Abbildung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  die 
Ebene  in  folgender  Weise: 

Auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  /^,  welche  auf  eine 
beliebig  gegebene  Ebene  e  abgebildet  werden  soll,  wählen 
wir  irgendwo  einen  Punkt  S)  jeder  Strahl  durch  S  schneidet 
die  Ebene  e  in  einem  Punkte  P  und  die  Fläche  f^  in  P', 
und  beide  Punkte  ordnen  wir  einander  zu.  Durch  S  gehen 
zwei  Erzeugende  a  und  h  von  p,  welche  in  A  und  B  die 
Bildebene  treffen  (Fig.  49);  den  Punkten  A  und  B  von  e 
entsprechen  bzw.  diese  Erzeugenden  a  und  6. 

Auf  der  p  liegen  ferner  zwei  Systeme  von  Geraden:  die 
Regelschar  [a],  gebildet  von  allen  Erzeugenden,  welche  zur 
gleichen  Schar  wie  a  gehören,  mithin  alle  die  Gerade  h 
treffen,  und  die  Regelschar  [6] ,  deren  Erzeugende  alle  zu  6 
windschief  sind,  während  sie  der  Erzeugenden  a  begegnen. 

Jede  Erzeugende  a,-  bildet  sich  demnach  in  e  als  eine 
durch  B  gehende  Gerade  ab  und  jede  Erzeugende  &,  als  ein 
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Strahl  hi  durch  A.  Dem  zu  A  unendlich  benachbarten 
Punkte  von  &/  oder  der  Richtung  h-  durch  A  entspricht  der 
an  a  unendlich  benachbarte  Punkt  von  6,-,  also  die  Rich- 
tung hi]  überhaupt  dem  ganzen  den  Punkt  A  umgebenden 


Fig.  49. 


unendlich  kleinen  Gebiet  der  längs  a  sich  erstreckende  Streifen 
der  Fläche  p.  Irgend  einem  Punkte  Z  auf  der  F.-Linie  AB 
ist  der  auf  SZ  an  S  unendlich  benachbarte  Punkt  zu- 
geordnet, dem  Punkte  S  die  ganze  F.-Linie  AB. 


Die  Bilder  der  auf  f^  gelegenen  Kegelschnitte. 

101.  Betrachten  wir  jetzt  irgend  einen  ebenen  Schnitt 
von  /2,  also  einen  Kegelschnitt  K,  so  wird  derselbe  aus  S 
durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  projiziert  und  sein  Bild 
in  e  ist  folglich  wieder  ein  Kegelschnitt  K\  der  notwendig 
durch  A  und  B  hindurchgehen  muß,  da  K  die  Erzeugenden  a 
und  h  trifft.  Andererseits  bildet  sich  jeder  Kegelschnitt  von 
Ey  der  die  Punkte  A  und  B  enthält,  wieder  in  einen  Kegel- 
schnitt von  p  ab.  Der  Schnittkegelschnitt  K^  von  e  und  f^ 
entspricht  sich  Punkt  für  Punkt  selbst,  wodurch  allein  sich 
diese  Abbildung  von  dem  allgemeineren  Falle  unterscheidet, 
den  wir  oben  als  Ausgangspunkt  wählten.  Eine  weitere 
Eigenschaft  des  Bildes  K^  eines  Kegelschnittes  K  ergibt 
sich,  wenn  wir  uns  längs  K  den  berührenden  Kegel  zweiter 
Ordnung   an   f^  konstruiert   denken,    dessen   Spitze   Q   sei. 
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Ermitteln  wir  auch  in  den  Schnittpunkten  von  K  mit  a  und  h 
die  Tangentialebenen  an  p,  so  gehen  sie  einerseits  durch 
die  Spitze  Q  dieses  Kegels,  andererseits  schneiden  sie  die 
Bildebene  in  den  Tangenten  in  A  imd  B  an  K\  Der 
Schnittpunkt  Q  dieser  Tangenten  ist  aber  der  Pol  der 
Linie  AB  in  bezug  auf  K'  und  er  kann  als  Zentral projektion 
der  Spitze  Q  aus  S  betrachtet  werden.  Es  hat  sich  dem- 
nach ergeben: 

Bildet  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  f^  durch 
Zentralprojektion  aus  irgend  einem  ihrer  Punkte  auf 
eine  beliebige  Ebene  ab,  so  erscheinen  alle  Kegel- 
schnitte von  p  im  Bilde  wieder  als  Kegelschnitte, 
welche  sämtlich  durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B 
hindurchgehen,  die  auf  dem  Schnittkegelschnitt  von 
/2  mit  der  Bildebene  gelegen  sind.  Der  Pol  eines 
solchen  Bildes  in  bezug  auf  die  Linie  AB  ergibt 
sich,  wenn  man  die  Spitze  des  Kegels,  der  die  p 
längs  des  ursprünglichen  Kegelschnittes  berührt,  aus 
dem  Zentrum  in  die  Bildebene  projiziert. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  daß  die  p  reelle  Gerade  ent- 
hält. Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  gilt  der  Satz  in  der  gleichen 
Weise,  nur  werden  die  Punkte  A  und  B  imaginär,  ihre 
Verbindungslinie  bleibt  reell. 

Aufgaben  und  Lehrsätze,  die  sich  auf  das  oc^-fache 
System  der  Kegelschnitte  durch  zwei  feste  Punkte  beziehen, 
können  auf  Grund  dieser  Betrachtungen  übertragen  werden 
auf  das  System  der  Kegelschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, die  eine  Mannigfaltigkeit  der  gleichen  Art  vorstellen. 
So  wird  es  z.  B.  leicht  sein,  zu  den  Sätzen  über  das  Kegel- 
schnittbüschel analoge  für  die  Fläche  zweiter  Ordnung  zu 
finden. 

Raumkurven  auf  der  p  und  ihre  Bilder. 

102,  Namentlich  kann  diese  Abbildung  nun  dazu  dienen, 
die  auf  einer  p  gelegenen  Raumkurven  zu  studieren.  Denken 
wir  uns  irgend  eine  Raumkurve  w-ter  Ordnung  JR"  auf  der 
pj  so  hat  sie  mit  jeder  Ebene,  also  auch  mit  jeder  Tangential- 
ebene der  p ,  n  Punkte  gemeinsam.  Der  Schnitt  einer  Tan- 
gentialebene mit  der  f^  besteht  aber  in  zwei  Erzeugenden, 
a,-  und  hiy  je  einer  aus  jeder  Schar,  auf  denen  demnach  die 
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n  Schnittpunkte  gelegen  sein  müssen.  Nehmen  wir  an,  die 
Erzeugende  a,-  enthalte  ä,  die  Erzeugende  &,•  dagegen  ß  Punkte 
der  JR",  wobei  (x-\-ß  =  n.  Irgend  eine  andere  Erzeugende  a^ 
der  Schar  [a]  trifft  &,,  und  da  auch  die  Ebene  (ükh)  im 
ganzen  n  Punkte  der  12"  enthält,  ß  Punkte  aber  auf  &,• 
liegen,  so  begegnet  mithin  auch  die  Erzeugende  a^  der  i?" 
in  (X  Punkten.  Es  müssen  daher  überhaupt  alle  Erzeugen- 
den der  Schar  [a]  je  oc  und  alle  Erzeugenden  der  Schar  [h] 
je  ß  Schnittpunkte  mit  der  R*  besitzen.  Wir  wollen  diese 
Kurve  durch  das  Symbol  (oc ,  ß)  bezeichnen.  Natürlich  können 
die  oc  Punkte  auch  teilweise  imaginär  werden,  worauf  nicht 
weiter  Rücksicht  genommen  werden  soll.  Das  Bild  der  JR" 
in  e  wird  nun  eine  Kurve  w-ter  Ordnung  sein,  welche  offen- 
bar öc-mal  durch  den  F.-Punkt  Ä  und  ^-mal  durch  JB  hindurch- 
geht. Andere  Schnittpunkte  mit  der  Linie  AB  kann  dies 
Bild  nicht  haben,  da  ja  die  i?"  auch  nicht  durch  S  hindurch- 
ging. Umgekehrt  liefert  eine  ebene  Kurve  dieser  Art  wieder 
eine  Raumkurve  (oc,  ß)  als  Original,  und  da  wir  die  Gleichung 
einer  solchen  ebenen  Kurve  ohne  weiteres  anschreiben  können, 
60  ist  damit  die  Existenz  der  Kurve  {oc ,  ß)  erwiesen. 

Es  gelingt  auch  leicht,  die  Anzahl  der  Typen  einer  i2" 
auf  einer  f^  zu  ermitteln;  denn  wir  haben  ja  nur  abzuzählen, 
wie  oft  sich  die  ganze  Zahl  n  in  zwei  Summanden  oc  und  ß 
zerlegen  läßt.  Daß  einer  der  beiden  Summanden  Null  wird, 
brauchen  wir  nicht  zu  berücksichtigen.  Denn  ist  z.  B.  öc  =  0  , 
ß  =  n,  so  hat  die  ebene  Kurve  w-ter  Ordnung  in  B  einen 
w-fachen  Punkt,  sie  muß  also  in  n  Gerade  durch  B  zer- 
fallen, und  die  zugehörige  Raumkurve  besteht  in  n  Erzeu- 
genden der  Schar  \oc\ .  Dementsprechend  haben  wir  nur 
folgende  Fälle  ins  Auge  zu  fassen: 

a==  1  ,  ß  =  n-l 

a  =  2,  ß^n-2 


oc  -=  k  ,  ß  =  n  —  h 

oc  =n-l ,     ß  =  l  . 

Weiter  unterscheiden  sich   aber  die  zwei  Raumkurven, 
welche  durch  die  Symbole  (k,n  —  Je)  und  (n  —  k,k)  gegeben 

13* 
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werden,  nicht  wesentlich,  da  nur  die  beiden  Regelscharen 
ihre  Rolle  vertauscht  haben.  In  dem  obigen  Schema  liefern 
also  die  erste  und  letzte,  die  zweite  und  vorletzte  Zeile  usf. 
je   den   gleichen  Typus   einer  M^ .      Ist  n  ungerade,  so  er- 

halten  wir  demnach  — - —  Typen;  für  gerade  Werte  von  n 

( fl       YhX 

dagegen  tritt  in  der  Mitte  des  Schemas  das  Symbol  (  — ,  — ) 

/VI    Q  /yi 

auf   und   die  Zahl  der  Typen  beträgt  — \-  1  =^  —■ .     Es 

folgt  also   der  Satz: 

„Die  Anzahl  der  verschiedenen  Typen  einer  Raura- 
kurve  w-ter  Ordnung  auf  einer  Fläche  zweiter  Ord- 

/yt    "t  /yy 

nung  beträgt  — — —  für  ungerade  Werte  von  n  und  — 
für  ein  gerades  n  .^^ 

103.  Eine  weitere  Frage  bei  der  Betrachtung  der  Raum- 
kurven bezieht  sich  darauf,  welche  derselben  als  vollständiger 
Schnitt  zweier  Flächen  entstehen.  Für  die  auf  einer  p  ge- 
legenen R^  können  wir  dies  auf  Grund  unserer  Abbildung 
entscheiden.  Denn  schneiden  wir  zunächst  die  f^  mit  einer 
Fläche  öc-ter  Ordnung,  so  ergibt  sich  eine  Raumkurve  (2  ^)-ter 
Ordnung  vom  Typus  (öc ,  a) ,  und  umgekehrt  kann  eine 
Raumkurve  von  diesem  Typus  als  ein  derartiger  vollständiger 
Schnitt  betrachtet  werden. 

Liegt  aber  eine  Raumkurve  (a ,  ß)  vor,  wo  cc  >^,  so 
wählen  wir  a  —  ß  Erzeugende  der  Schar  [a]  beliebig  aus; 
dann  bilden  diese  zusammen  mit  der  R'  eine  Kurve  vom 
Typus ,  (öc ,  <x)  und  diese  kann  als  vollständiger  Schnitt  der 
p  mit  einer  Fläche  oc-ter  Ordnung  betrachtet  werden.  Es 
ist  aber  dann  unmöglich,  daß  eine  Fläche  von  niedrigerer  Ord- 
nung durch  die  i?"  hindurchgeht.  Denn  auf  jeder  Erzeugenden  a^ 
von  p  müssen  oc  Punkte  der  i?"  liegen,  d.  h.  so  viele  Schnitt- 
punkte muß  diese  Erzeugende  mit  einer  durch  die  R^  gehen- 
den Fläche  mindestens  gemein  haben.  Wir  können  mithin 
weiter  behaupten: 

Eine  auf  der  p  gelegene  Raumkurve  R^  vom 
Typus  (oc ,  (x)  ist  der  vollständige  Schnitt  der  p 
mit  einer  Fläche  oc-tev  Ordnung,  eine  R"  vom 
Typus    (oCfß),    wo    (X  y  ß ,    kann    nicht    als    voll- 
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ständiger  Schnitt  der  p  und  einer  andern  Fläche 
auftreten;  erst  in  Verbindung  mit  oc  —  ß  ihrer 
öc-fachen  Sekanten  erscheint  sie  als  vollständiger 
Schnitt  mit  einer  Fläche  oc-ter  Ordnung,  und  es 
gibt  keine  Fläche  von  niederer  Ordnung  durch 
die  R'. 

So  sind  —  um  einige  Beispiele  zu  erwähnen  —  die 
Kurven  (1,  1)  die  Kegelschnitte  auf  der  /  ^ ,  (1, 2)  oder  (2, 1)  ist 
das  Symbol,  welches  die  Raumkurven  dritter  Ordnung  auf 
der  p  liefert.  Raumkurven  vierter  Ordnung  erhalten  wir 
zweierlei  Typen:  (2,  2)  gibt  die  Raumkurve  vierter  Ordnung 
erster  Spezies,  welche  der  Schnitt  der  p  mit  einer  zweiten 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  also  die  Basiskurve  eines 
Flächenbüschels;  (1,  3)  symbolisiert  die  rationale  Raumkurve 
vierter  Ordnung  zweiter  Spezies.  Durch  sie  geht  keine  zweite 
Fläche  zweiter  Ordnung,  aber  in  Verbindung  mit  zwei  Er- 
zeugenden aus  der  Schar  der  dreifachen  Sehnen  gibt  sie  den 
vollständigen  Schnitt  der  p  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 

Raumkurven  durch  das  Projektionszentrum. 

104^.  Unerledigt  blieb  bisher  der  Fall,  daß  eine  Raum- 
kurve auf  der  p  durch  das  Projektionszentrum  S  hindurch- 
geht. Solche  Kurven  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Bild- 
ebene eine  ganz  beliebige  Kurve  zeichnen,  welche  etwa  ^-mal 
durch  Ä,  ß-ma\  durch  B  hindurchgeht  und  die  F.-Linie  AB 
noch  überdies  ^^-mal  trifft,  so  daß  sie  also  von  der  Ord- 
nung oc  -{-  ß  -\-  X  ist.  Den  oc  Durchgängen  entsprechend  hat 
die  Erzeugende  a  dann  oc  und  die  Erzeugende  h  analog 
ß  Punkte  mit  der  entsprechenden  Raumkurve  gemein,  während 
den  X  weiteren  Schnittpunkten  auf  AB  ebenso  viele  Durch- 
gänge der  Raumkurve  durch  S  zugeordnet  sind.  Auf  irgend 
einer  Geraden  durch  A  in  der  Bildebene  erhalten  wir  ferner 
außer  A  noch  ß  -\-  x  Schnittpunkte  mit  der  ebenen  Kurve, 
auf  einer  Geraden  durch  B  oc  -\-  x]  folglich  muß  jede  Gerade 
der  Schar  [6]  ß  -\-  x  und  jede  Erzeugende  der  Schar  [a] 
oc -\- X  Punkte  der  Raumkurve  enthalten;  diese  ist  daher  vom 
Typus  (oc  -\-  X  f  ß  -{-  x)  und  von  der  Ordnung  oc  -\-  ß  -\- 2  x ', 
sie  hat  in  S  einen  ;<-fachen  Punkt  und  wird  aus  ihm  mit- 
hin nach  bekannten  Sätzen  durch  einen  Kegel  von  der  Ord- 
nung oc  -\-  ß  -\-  X  projiziert. 
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So  entspricht  z.  B.  einer  beliebigen  Geraden  l  der  Bild- 
ebene auf  der  p  ein  durch  S  hindurchgehender  Kegelschnitt, 
der  in  der  Ebene  {Sl)  gelegen  ist;  ein  beliebiger  Kegel- 
schnitt der  Bildebene,  der  weder  durch  A  noch  durch  B 
hindurchgeht,  liefert  auf  p  eine  Raumkurve  vierter  Ordnung 
vom  Typus  (2,  2),  also  erster  Spezies,  welche  in  S  einen 
Doppelpunkt  hat. 

Was  schließlich  die  Formeln  betrifft,  welche  die  Ab- 
bildung einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  eine  Ebene  ver- 
mitteln, so  nehmen  dieselben  die  einfachste  Form  an,  wenn 
die  Bildebene  die  Fläche  berührt.  Doch  können  wir  auf 
deren  Ableitung  um  so  mehr  verzichten,  als  sie  in  unseren 
allgemeinen  Transformationsgleichungen  enthalten  sind.  Im 
übrigen  verweisen  wir  auf  die  Arbeiten  von  Cayley  (5), 
Chasles  (6)  sowie  auf  die  Darstellung  Lindem;anns  in 
seinen  „Vorlesungen",  2.  Bd.,  1.  Teil,  S.  414ff. 

Mit  den  quadratischen  Transformationen  der  Ebene 
läßt  sich  diese  Abbildung  in  Verbindung  bringen,  wenn 
wir  die  Fläche  p  aus  zwei  verschiedenen  Zentren  S  und  S^ 
auf  die  gleiche  Ebene  abbilden  und  die  beiden  Bilder  F' 
und  F[  des  gleichen  Punktes  P  von  p  einander  zuordnen. 
Die  dadurch  entstehende  Transformation  in  der  Bildebene 
ist  offenbar  eine  quadratische.  Treffen  die  durch  S  gehen- 
den Erzeugenden  a  und  h  von  p  in  A  und  Bf  die  durch 
S^  gehenden  Erzeugenden  %  und  \  aber  in  A^  und  B^  die 
Bildebene,  so  schneiden  sich  AB^  und  A^B  in  demjenigen 
Punkte,  in  welchem  die  Verbindungslinie  SS^  der  Bildebene 
begegnet.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  C  und  gleichzeitig  mit  C^ , 
so  sind  ABC  und  A^B^C^  die  F.-Dreiecke  der  entstehenden 
quadratischen  Verwandtschaft  Sie  enthält  den  Schnittkegel- 
schnitt -Kq  von  e  und  p  als  feste  Kurve,  ist  also  von  der 
speziellen  Art,  die  wir  in  21.,  S.  39  besprochen  haben. 

Die  allgemeine  stereographische  Projektion. 

105.  Statt  die  Bildebene  ganz  beliebig  anzunehmen,  können 
wir  sie  auch  parallel  zur  Tangentialebene  der  p  im  Punkte  S 
wählen.  Ist  p  eine  Mittelpunktsfläche,  so  ist  es  weiter  mög- 
lich, daß  8  die  p  ebenfalls  berührt.  Wir  haben  nur  den 
durch  S  gehenden  Durchmesser  von  p  zu  ermitteln  und  die 
Tangentialebene  in  seinem  zweiten  Schnittpunkte  als  Bild- 
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ebene  zu  benutzen.  Die  in  diesem  letzteren  Falle  entstehende 
Abbildung  soll  als  „allgemeine"  stereographische  Pro- 
jektion bezeichnet  werden  (vgl.  §26  S.223).  Die  Punkte  A 
und  B  werden  jetzt  die  unendlich  fernen  Punkte  der  in  s 
liegenden  (reellen  oder  imaginären)  Erzeugenden  der  p,  die 
F.-Linie  geht  über  in  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Bild- 
ebene. Der  über  die  Bilder  der  Kegelschnitte  von  p  (S.  194) 
ausgesprochene  Satz  modifiziert  sich  demnach  wie  folgt: 

Die  Bilder  der  auf  der  p  gelegenen  Kegelschnitte 
werden  bei  der  allgemeinen  stereographischen  Pro- 
jektion ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte, 
deren  gemeinsame  unendlich  ferne  Punkte  durch 
die  Richtungen  der  in  der  Büdebene  gelegenen  Er- 
zeugenden von  /  2  gegeben  sind.  Der  Mittelpunkt  eines 
solchen  Kegelschnittes  der  Bildebene  ergibt  sich  als 
Zentralprojektion  der  Spitze  des  Kegels,  welcher  der 
p  längs  des  entsprechenden  Kegelschnittes  um- 
schrieben ist. 

Wählen  wir  speziell  das  Projektionszentrum  in  einem 
„NabeF-  oder  „Kreis"-Punkt  der  Fläche  p,  so  schneidet  die 
Tangentialebene  in  ihm  aus  der  Fläche  einen  Nullkreis  oder 
zwei  Minimalgerade  aus  (vgl.  26.)  und  ebenso  die  dazu  paral- 
lele Bildebene.     Es  folgt  also  dann: 

Projiziert  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  aus 
einem  Nabelpunkt  stereographisch  auf  eine  Ebene, 
so  werden  die  Bilder  aller  ebenen  Schnitte  der 
Fläche  Kreise  und  jedem  Kreise  der  Bildebene  ent- 
spricht auf  der  f^  ein  Kegelschnitt. 

Diese  Sätze  sowie  gewisse  Verallgemeinerungen  der- 
selben gab  schon  Chasles  (1,  2,  3). 

Um  noch  ein  in  der  darstellenden  Geometrie  verwend- 
bares Beispiel  anzuführen,  sei  ein  elliptisches  Rotations- 
paraboloid  gegeben,  dessen  Achse  auf  der  Büdebene  senk- 
recht steht.  Dann  folgt  aus  dem  ersten  Teil  des  obigen 
Satzes,  daß  alle  ebenen  Schnitte  dieser  Fläche,  orthogonal 
in  die  Bildebene  projiziert,  als  Kreise  erscheinen. 

Das  System  der  Geraden  einer  p  kann  auch  dazu 
dienen,  die  Punkte  der  p  je  durch  zwei  Koordinaten  fest- 
zulegen.    Wir  haben  nur  nötig,  etwa  die  durch  S  gehenden 


200      V.   Quadratisch  verwandte  Systeme  allgemeiner  Art. 

Erzeugenden  a  und  h  als  ein  Koordinatensystem  einzuführen 
und  jeden  Punkt  P  der  p  durch  die  Abschnitte 

uns  gegeben  zu  denken ,  welche  die  durch  P  gehenden  Er- 
zeugenden h^  und  a^  auf  den  Geraden  a  und  h  liefern  (Fig.  49). 
Eine  Gleichung  zwischen  ^  und  r]  stellt  dann  eine  auf  der 
p  gelegene  Raumkurve  dar.  Plücker  (4)  hat  zuerst 
diese  „hyperboloidalen"  Koordinaten  benutzt  und  weiter  für 
die  allgemeine  stereographische  Projektion  folgende  einfache 
Beziehung  gefunden:  Nimmt  man  die  Ebene  von  a  und  h 
als  Bildebene,  so  daß  also  das  Projektionszentrum  der  zweite 
Schnittpunkt  des  durch  /S  gehenden  Durchmessers  der  Fläche /"^j 
so  fällt  die  Projektion  eines  Punktes  P  von  p  mit  den  Ko- 
ordinaten $  und  T]  zusammen  mit  demjenigen  Punkte  der 
Ebene  (ah),  der  in  bezug  auf  das  von  den  Erzeugenden  a 
und  h  gebildete  gewöhnliche  Koordinatensystem  die  schief- 
winkligen Koordinaten  ^  und  r]  hat.  Irgend  eine  Gleichung 
zwischen  ^  und  rj  kann  demnach  in  doppelter  Weise  ge- 
deutet werden:  sie  gibt  auf  der  Fläche  p  eine  Raumkurve 
und  in  der  Ebene  (ah)  interpretiert  das  stereographische  Bild 
dieser  Raumkurve. 
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VI.  Kapitel. 

Die  aus  dem  unendlich  fernen  Kugelkreis  abgeleiteten 
quadratischen  Transformationen. 

§  23.    Der  unendlich  ferne  Kugelkreis  und  die  durch 
ihn  definierten  Gebilde. 

Der  unendlich  ferne  Kugelkreis. 

106.  Betrachtet  man  ein  Bündel  mit  dem  Mittelpunkte  S 
und  errichtet  zu  jeder  seiner  Ebenen  in  S  die  Senkrechte, 
so  bildet  dieses  System,  wie  wir  in  G.  T.  I.  117.,  S.  192 
gesehen  haben,  eiue  involutorische  Korrelation,  der  ein  ge- 
wisser, ganz  imaginärer  Ordnungskegel  zukommt.  Die  Tangen- 
tialebenen dieses  Kegels  enthalten  die  ihnen  entsprechenden 
Geraden,  und  diese  letzteren  sind  die  Erzeugende  dieses 
Kegels.  Das  so  definierte  Polarsystem  dieses  imaginären 
Kegels  wird  nun  von  der  unendlich  fernen  Ebene  des 
Raumes  in  einem  ebenen  Polarsystem  geschnitten,  als  dessen 
Ordnungskegelschnitt  der  Schnitt  mit  dem  genannten  ima- 
ginären Kegel  zweiter  Ordnung  anzusehen  ist.  Wählt  man 
aber  einen  zweiten  Bündelmittelpunkt  S^ ,  so  kann  man  zu 
jeder  Ebene  und  zu  jedem  Normalstrahl  in  S  die  parallelen 
Elemente  in  S^  ermitteln.  Das  besagt  aber  nichts  anderes,  als 
daß  das  zum  Punkte  Si  gehörige  Polarsystem  von  der  un- 
endlich fernen  Ebene  in  dem  gleichen  ebenen  Polarsystem 
geschnitten  wird,  oder  daß  alle  diese  Kegel  durch  die 
gleiche  imaginäre,  ganz  im  Unendlichen  gelegene  Kurve 
hindurchgehen. 

Weiter  erinnern  wir  uns  des  Satzes,  daß  in  bezug  auf 
eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  jedem  Punkte 
des  Raumes    ein    Polarsystem    gehört,    das    den    von    dem 
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Punkte  an  die  Fläche  gehenden  Tangentenkegel  zum 
Ordnungskegel  hat.  Beschreiben  wir  nun  um  S  als  Mittel- 
punkt mit  einem  beliebigen  Radius  eine  Kugel,  so  wird  der 
Pol  irgend  einer  Ebene  durch  S  in  bezug  auf  diese  Kugel 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Normalen  dieser  Ebene:  es 
ergibt  sich  also  das  nämliche  Polarsystem  und  der  imaginäre 
Ordnungskegel  ist  gleichzeitig  aufzufassen  als  der  Tangenten- 
oder Asymptotenkegel,  der  vom  Mittelpunkt  aus  an  die 
Kugel  geht;  dessen  Berührungskurve  aber  wird  der  in  der 
oo  fernen  Ebene  gelegene  Schnitt  mit  dem  Ordnungskegel, 
und  sie  bleibt  die  gleiche  für  alle  Kugeln  des  Raumes, 
wie  man  erkennt,  wenn  man  auch  um  den  beliebigen 
Punkt  Si  mit  irgend  einem  Radius  eine  Kugel  beschreibt. 
Diesen  allen  Kugeln  des  Raumes  gemeinsamen  Schnitt  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  nennt  man  den  „unendlich  fernen 
imaginären  Kugelkreis".  Wir  wollen  ihn  immer  mit  Koo  be- 
zeichnen. 

Die  Minimalgeraden. 

107.  Die  Rechnung  führt  zu  den  gleichen  Resultaten. 
Benutzen  wir  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  mit 
dem  Mittelpunkte  0,  so  wird  die  Verbindungslinie  von  0 
mit  irgend  einem  Punkte  P,  der  die  Koordinaten  x ,  y ,  0 
hat,  gegeben  durch  die  Gleichungen 

(1)  X=QXy     Y==Qy,    Z=QZ, 
während 

(2)  xX-\-yY-^sZ=^Q 

die  Ebene  ist,  welche  in  0  auf  OF  senkrecht  steht.  Die 
X,Y,Z  bedeuten  die  laufenden  Koordinaten.  In  der  Tat 
sind  ja 

X  r.  V 

,  ,  C0Sy5  =     .  ^  , 

y^2  +  «/2  -j-  ;^2  y^2  _|_  ^2  ^  ^2 


(3) 


cosa  = 

y^2  +  «/2  -j-  ;^2   - 


COS  5^  = 


y«^  +  2/2  +  ^2 

die   Richtungskosinus   der  Verbindungslinie  OP.     Die   Ge- 
rade (1)  liegt  aber  in  der  Ebene  (2),  wenn 

(4)  ;:c2  _|_  2^2  _|_  ^2  ^  0 
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ist,  da  die  Annahme  ^  =  0  unzulässig  erscheint.  Die  Glei- 
chung (4)  können  wir  nun  aber  verschieden  interpretieren. 
Zunächst  kann  man  sagen,  sie  stelle  einen  imaginären  Kegel 
zweiter  Ordnung  dar,  den  Ordnungskegel  des  Polarsystems, 
von  dem  bloß  die  Spitze  0  reell  ist.  Die  Polarebene  (2) 
eines  Punktes  x ,  y ,  z  geht  in  die  Tangentialebene  dieses 
Kegels  über,  wenn  der  Punkt  x,  y y  z  auf  dem  Kegel  (4)  ge- 
legen ist.  Alle  Erzeugende  dieses  Kegels  sind  imaginäre 
Gerade  erster  Art,  da  sie  im  Koordinatenanfang  einen  reellen 
Punkt  enthalten.  Man  nennt  sie  Minimalgerade  (isotrope 
Strahlen).  In  jeder  Ebene  durch  0  liegen  zwei  solche  Ge- 
rade (vgl.  54.),  z.  B.  in  der  XF- Ebene  die  Geraden 

X  -\-  iy  =  0  j     X  —  iy  =  0  . 

Die  Gleichungen  (3)  liefern  dann  allerdings  keine  brauch- 
baren Werte  mehr  für  die  Richtungskosinus  einer  Minimal- 
geraden.    Soll  nämlich  eine  Gerade 

X  ^  d'cosoc  j    y  =  d'COsß,     z  =  d*cosy 

auf  dem  Kegel  (4)  gelegen  sein,  so  muß  die  Beziehung  er- 
füllt sein 

(5)  cos^oc  +  cos2y5  +  cosV  =  0  . 

Diese  Relation  gilt  also  für  die  Kosinus  einer  Minimal- 
geraden, während  für  die  anderen  reellen  Geraden  diese 
Summe  den  Wert  1  besitzt. 

Die  Gleichung  (4)  können  wir  aber  auch  als  die  Glei- 
chung einer  Kugel  vom  Radius  r  =  0  betrachten,  die  um 
den  Koordinatenanfang  beschrieben  ist,  also  als  eine  sog. 
„Punkt-^^  oder  „Nullkugel".  Die  unendlich  ferne  Ebene 
schneidet  aus  ihr  eine  Kurve  aus,  die  durch  den  Verein 
der  Gleichungen 

(6)  x^  +  y^-\-z^  =  0  ,    w  =  0 

geereben  wird,  wenn  wir  uns  homogene  Koordinaten  — ,  —  ,  — 
eingeführt  denken.  www 

Für  einen  beliebigen  Punkt  a,  6,  c  im  Räume  gilt  die 
gleiche  Betrachtung.  Er  trägt  einen  Kegel  von  Minimal- 
geraden 

(7)  (^  _  a)2  _i_  (y  _  5)2  +  (^  _  c)2  =  0  , 
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der  durch  Parallel  Verschiebung  des  Koordinatensystems  so- 
fort auf  die  Form  (4)  gebracht  werden  kann.  Andererseits 
kann  diese  Gleichung  (7)  wieder  als  die  einer  Kugel  vom 
Radius  Null  und  dem  Mittelpunkte  a,  h,  c  angesehen  werden. 
Homogen  geschrieben  erhalten  wir 

und  die  Schnittkurve  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  w  =  0 
ergibt  sich  wieder  aus  den  Gleichungen  (6).  Diese  stellen 
mithin  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  dar.  Die  durch 
einen  reellen  Punkt  gehenden  Minimalgeraden  bilden  auch 
den  Kegel,  durch  den  der  imaginäre  Kugelkreis  aus  diesem 
Punkte  projiziert  wird. 

Betrachtet  man  weiter  die  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkte a^h,  c  und  vom  Radius  r,  deren  Gleichung 

{x  —  a)2  4-  («/  -  by  +  (^  -  cy  -  r2  =  0  , 

so  kann  man  den  Tangentenkegel  bestimmen,  der  vom  Mittel- 
punkt aus  an  sie  geht.  Ist  ganz  allgemein  f=0  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  x%  y\  z'  die  Spitze  des  Tangenten- 
kegels, ferner 

-i{-(S)+»(f)-(f)'-(l^)1. 

SO  wird  der  Tangentenkegel  bekanntlich 

ff  =!>''■ 

Im  vorliegenden  Falle  {x'  =  a ^  y'  =h ,  z'  =  c ,  w'  =  1) 
erhalten  wir  ohne  weiteres  für  den  Tangentenkegel  die  Glei- 
chung (7).  Dieselbe  ist  vom  Radius  r  der  Kugel  ganz  un- 
abhängig; demnach  muß  man  von  konzentrischen  Kugeln  an- 
nehmen, daß  sie  sich  längs  des  Kugelkreises  berühren.  Wir 
gelangen  auf  diese  Weise  zu  folgenden  Formulierungen: 

Verbindet  man  einen  reellen  Punkt  des  Raumes 
mit  allen  Punkten  des  unendlich  fernen  imaginären 
Kugelkreises  K^o ,  so  bilden  diese  Geraden  den 
Kegel  der  Minimalgeraden,  welchen  der  Punkt 
trägt.  Alle  Kugeln  des  Raumes  gehen  durch  den 
Kugelkreis  K^^  hindurch.  Der  Tangenten-  oder 
Asymptotenkegel  vom  Mittelpunkt  aus  an  eine  Kugel 
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ist  identisch  mit  dem  Kegel  der  Minimalgeraden 
durch  diesen  Punkt.  Konzentrische  Kugeln  berühren 
sich  längs  des  Kugelkreises. 

Metrische  Eigenschaften  in  projektiver  Ausdrucks- 
weise. 

108.  Der  unendlich  ferne  Kugelkreis  und  das  in  seiner 
Ebene  definierte  Polarsystem  ermöglichen  es^  metrische  Eigen- 
schaften in  einer  projektiven  Form  auszudrücken.  Eine 
Ebene  und  ihre  Normale  schneiden  die  unendlich  ferne  Ebene 
in  Polare  und  Pol  bezüglich  des  Kugelkreises,  zwei  zuein- 
ander senkrechte  Gerade  oder  Ebenen  liefern  in  der  Ebene 
von  Koo  konjugierte  Punkte  bzw.  Gerade  und  umgekehrt. 
Ebenso  folgt  leicht  aus  unseren  Gleichungen  (4): 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante,  welche  den  Kugelkreis 
Koo  enthält,  ist  eine  Kugel. 

Eine  Rotationsfläche  hat  die  Eigenschaft,  daß  alle  ihre 
zur  Achse  a  senkrechten  Schnitte  Kreise  sind.  Die  Achse  a 
und  irgend  eine  solche  Ebene  e  schneiden  also  aus  der  un- 
endlich fernen  Ebene  einen  Punkt  P  und  eine  Gerade  p  aus, 
welche  Pol  und  Polare  in  bezug  auf  K^o  sind.  Trifft  p  den 
Koo  in  den  Punkten  X  und  Y,  so  sind  die  Linien,  die  vom 
Mittelpunkte  des  Kreises,  der  in  der  Ebene  e  liegt,  nach  X 
und  Y  gehen,  die  Tangenten  an  diesen  Kreis  und  gleich- 
zeitig Tangenten  der  Rotationsfläche  und  sie  liegen  für  jeden 
solchen  Kreis  in  den  Ebenen  (aX)  bzw.  (aY).  Dies  sind 
also  die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  X.  und  Y,  und  da 
sie  auch  die  Tangenten  PX  und  FY  des  Kugelkreises  ent- 
halten, so  berührt  die  Rotationsfläche  in  X  und  Y  den  Kugel- 
kreis; es  folgt  demnach: 

Jede  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  berührt  den 
Kugelkreis  in  zwei  Punkten 
und 

Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  den  Kugel- 
kreis in  zwei  Punkten  berührt,  so  ist  sie  eine  Ro- 
tationsfläche. 

Irgend  eine  reelle  Ebene  des  Raumes  schneidet  aus  dem 
Kugelkreis  zwei  Punkte  aus;    dies  sind  die  Kreispunkte 
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(vgl.  26.)  für  die  Geometrie,  welche  sich   auf  diese   Ebene 
beschränkt;  also  kann  man  auch  sagen: 

Jeder  Kegelschnitt,  welcher  den  Kugelkreis  zwei- 
mal schneidet,  ist  ein  Kreis. 

Nur  in  den  imaginären  Ebenen,  welche  den  Kugelkreis 
berühren,  fallen  die  Kreispunkte  zusammen. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  schneidet  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  einem  Kegelschnitt,  welcher  mit  Koo  vier 
Schnittpunkte  gemein  hat.  Durch  diese  vier  Punkte  gehen 
drei  Geradenpaare.  Jede  Ebene  durch  eine  solche  Gerade 
schneidet  aus  der  gegebenen  Fläche  einen  Kreis  aus.  Die 
allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  enthält  also  sechs  Scharen 
von  Kreisschnitten,  von  denen  allerdings  nur  zwei  reell  sind. 

Fokalpunkte,  Fokalkurven. 

109.  Aus  dem  System  der  imaginären  Ebenen,  welche 
den  Kugelkreis  berühren,  können  wir  solche  Ebenen  heraus- 
greifen, welche  eine  abwickelbare  Fläche  bilden;  dieselbe 
heißt  dann  eine  Fokaldeveloppable.  Sie  hat  die  merk- 
würdige Eigenschaft,  daß  alle  ihre  Normalen  wieder  in  der 
Fläche  selbst  liegen  und  mit  den  Erzeugenden  der  Fläche, 
d.  h.  mit  Minimalgeraden,  identisch  sind.  Die  Kückkehr- 
kurve  der  Fläche  zeichnet  sich  dadurch  aus,  daß  ihre  Tan- 
genten sämtlich  den  Kugelkreis  treffen.  Eine  solche  Kurve 
heißt  ganz  allgemein  eine  „Minimal kurve".  Irgend  ein 
Bogenstück  derselben  besitzt  die  Länge  Null.  Von  den 
Minimalgeraden  als  den  einfachsten  Minimalkurven  gilt  das 
gleiche. 

Ist  irgend  eine  reelle  Fläche  f  gegeben,  so  können 
wir  ims  die  Ebenen  ermittelt  denken,  welche  gleichzeitig 
diese  Fläche  und  den  Kugelkreis  berühren.  Sie  bilden  eine 
Fokaldeveloppable.  Es  sei  e  eine  der  imaginären  Tan- 
gentialebenen dieser  Fläche;  dann  enthält  e  eine  Minimal- 
gerade und  auf  dieser  liegt  ein  reeller  Punkt  F .  Durch  F 
geht  eine  zweite,  konjugiert  imaginäre  Minimalgerade,  welche 
die  zu  e  konjugiert  imaginäre  Tangentialebene  e  von  K^  be- 
stimmt. Die  Verbindungsebene  99  der  beiden  durch  JF  gehenden 
Minimalgeraden  ist  reell.  Die  Ebenen  e  und  e  berühren  / 
in  konjugiert  imaginären  Punkten  E  und  E ,  also  ist  die  Ver- 
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bindungslinie  dieser  Punkte  eine  reelle  Gerade  e  der 
Ebene  (p  .  Der  Punkt  F  kann  demnach  als  eine  „Nullkugel" 
betrachtet  werden,  welche  die  Fläche  f  doppelt  berührt.  Ein 
solcher  Punkt  heißt  ein  Fok alpunkt  der  Fläche  f.  Es 
gehen  durch  ihn  auch  zwei  Ebenen,  welche  /  und  Koo  gleich- 
zeitig berühren  und  zwei  Minimalgerade,  welche  /  berühren. 

Da  aber  weiter  jede  Tangentialebene  der  Fokaldeve- 
loppablen  einen  solchen  Fokalpunkt  enthält,  so  werden  diese 
Punkte  sich  zu  einer  sog.  „Fokalkurve"  aneinander 
reihen.  In  ihr  durchsetzen  sich  die  Mäntel  der  Fokaldeve- 
loppable,  so  daß  sie  eine  Doppelkurve  dieser  Fläche  ist. 

Denkt  man  sich  weitere  reelle  Flächen  gefunden, 
welche  mit  K^  die  gleiche  Developpable  bestimmen,  die  also 
derselben  Fokaldeveloppable  einbeschrieben  sind,  so  heißen 
alle  solche  Flächen  konfokal.  Zusammenfassend  können 
wir  mithin  sagen: 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Nullkugeln, 
welche  eine  gegebene  Fläche  /  doppelt  berühren, 
heißt  die  Fokalkurve  von  /*;  in  ihr  durchsetzen 
sich  die  beiden  Mäntel  der  Fokaldeveloppablen, 
welche  /  mit  Kcx,  bestimmt.  Alle  Flächen  mit  ge- 
meinsamer  Fokaldeveloppablen   heißen    konfokal. 

So  ist  z.  ß.  die  Fokalkurve  eines  EUipsoids  eine  Hy- 
perbel, welche  in  der  Ebene  der  größten  und  kleinsten 
Achse  liegt.  Der  von  einem  Punkte  dieser  Hyperbel  an  das 
Ellipsoid  gehende  Tangentenkegel  berührt  nach  obiger  De- 
finition den  Kugelkreis  doppelt,  ist  also  ein  Rotations- 
kegel, eine  Eigenschaft,  die  für  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung ebenfalls  zur  Definition  der  Fokalkurven  verwendet 
werden  kann. 

Sollen  die  Fokalkurven  eines  allgemeinen  Kegels  zweiter 
Ordnung  gefunden  werden,  so  haben  wir  diejenigen  seiner 
Tangentialebenen  zu  ermitteln,  welche  den  Kugelkreis  be- 
rühren. Alle  durch  die  Spitze  S  des  Kegels  gehenden 
Tangentialebenen  von  K^o  berühren  aber  den  zu  S  gehörigen 
Kegel  von  Minimalgeraden.  Dieser  hat  mit  dem  gegebenen 
Kegel  vier  Tangentialebenen  gemein,  welche  im  ganzen 
sechs  Schnittlinien,  darunter  zwei  reelle,  liefern.  Diese  sind 
die  sog.  Fokalachsen  des  Kegels.  Zu  ihnen  gehört  in  bezug 
auf  den  gegebenen  Kegel  eine  rechtwinklige  Involution  kon- 
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jugierter  Ebenen.  Eine  Ebene  senkrecht  zu  einer  Fokal- 
achse liefert  mit  dem  Kegel  einen  Schnittkegelschnitt,  der 
im  Schnittpunkt  mit  der  Fokalachse  einen  Brennpunkt  besitzt. 


§  24.  Die  quadratischen  Transformationen,  welche  Kugeln 
wieder  in  Kugeln  überführen. 

Die  verschiedenen  Fälle. 

110.  Stellen  wir  uns  jetzt  die  Aufgabe,  quadratische 
Transformationen  der  in  §  20  besprochenen  Art  anzugeben, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  jede  Kugel  des  Raumes 
wieder  in  eine  Kugel  überzuführen.  Da  eine  solche  Verwandt- 
schaft eine  Kugel  im  allgemeinen  in  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung verwandelt,  so  muß  also  eine  F.-Fläche  zweiter  Ordnung 
sich  absondern,  und  dieses  tritt  ein,  wenn  jede  Kugel  durch  den 
F.-Kegel schnitt  k^  bzw.  W^  ihres  Raumes  hindurchgeht.  Da  aber 
alle  Kugeln  eines  Raumes  bloß  den  unendlich  fernen  Kugelkreis 
dieses  Raumes  gemein  haben,  so  haben  wir  mithin  als  Ä^  den 
unendlich  fernen  Kugelkreis  des  Raumes  2  und  als  h"^  den 
des  Raumes  2'  einzuführen.  Die  F.-Flächen  {Sh'^)  um  {S'¥^) 
werden  dann  die  Kegel  s^on  Minimalgeraden,  die  aus  S 
bzw.  S'  die  betreffenden  Kugelkreise  projizieren.  Wir  wollen 
aber,  um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  gleich  den  speziellen 
Fall  untersuchen,  wo  diese  Kegel  zusammenfallen,  also  die  all- 
gemeine Inversion  von  98.  unter  der  Voraussetzung  betrach- 
ten, daß  die  Fläche  f^  eine  Kugel  und  S  ihr  Mittelpunkt  0 
ist.  Benutzen  wir  denselben  auch  als  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems,  so  wird  der  Übergang 
von    den    homogenen   Koordinaten    zu    den   rechtwinkligen 

gegeben,  indem  wir  statt  — ,  — ,  —  bzw.  ^ ,  «/ ,  ^  setzen.  Die 

^4      ^4      ^4 

Gleichung  cp  {x-^  ^  x^y  x^)  =^  0  des   von  0  ausgehenden  Tan- 
gentenkegels an  p  ist  dann 

(p  =  x'^  -\-y^  -\-  z'^  =  0  . 
Da  ferner 

X^  fC  X-^  uJ/4  x^ 


X^       (p  (x^ ,  x^ ,  x^) 


X^    x^    x^l 
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so  gehen  die  Formeln  (13)  und  (14)  von  95.  über  in 


(1) 


/         7  ^ 

X  =  k 


^2  +  ^2  +  ^2    ' 


x'->- 

+  y"' 
y' 

+  z'^ 

x'-^ 

+  y" 

s' 

+  /2 

Denken  wir  uns  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  und 
beziehen  sich  die  x^  y ,  z  auf  das  eine,  die  x%  «/',  <s'  auf  das 
andere,  so  geben  diese  Formeln  die  allgemeine  Beziehung. 
Legen  wir  dagegen  ein  einziges  Koordinatensystem  zugrunde, 
in  dem  die  x,  y,  z  und  die  x\  y%  z'  gemessen  werden,  so 
erhalten  wir  die  gewöhnliche  sog.  „Inversion".  Je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  P  und  F'  liegen  auf  einem  Strahle 
durch  0,  da  ja  x\y\z  =  x'\y'\z\  Ferner  wird  die  Glei- 
chung der  Fläche  p  nach  Formel  (15)  von  98. 

(2)  a;2  +  «/2  _|_  ^2  =  ^  ^ 
Ist  endlich 

0P=r=yS2Tp^H^,     OP'=r'=ya;2  +  «/2-}-^2^ 
so  wird  weiter 

^2  y'I  __  ^2 

oder 

(3)  OP'OP'=h. 

Je  nach  dem  Vorzeichen  dieser  Konstanten  h,  der  sog. 
„Potenz"  der  Inversion,  ergeben  sich  durchaus  verschiedene 
Transformationen. 

Ist  h  positiv,   etwa  ==  rj ,   so  wird  die   Fläche  p   die 
reelle  Kugel 

(4)  x^-\-y^-\-z^  =  rl. 

Je  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P'  liegen  harmonisch 
zu  den  Punkten,  in  denen  die  Verbindungslinie  FP'  dieser 
Kugel  begegnet,  der  eine  innerhalb,  der  andere  außerhalb 
dieser  Kugel.  Die  Inversion  mit  positiver  Potenz,  auch  kurz 
„Inversion"  genannt,  ist  also  identisch  mit  der  bekannten 
„Transformation  durch  reziproke  Radien"  [Lionville  (5) 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   II.  14 
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auf  S.  286].  0  heißt  das  ,Jnversionszentrum"  oder  der 
„Mittelpunkt  der  Inversion",  die  sich  Punkt  für  Punkt  selbst 
entsprechende  Kugel  die  „Inversionskugel";  je  zwei  ent- 
sprechende Gebilde  können  als  „invers"  bezeichnet  werden. 
Ist  dagegen  h  negativ,  etwa  =  —  r§ ,  so  werden  die 
Gleichungen  der  Transformation 

.2  ^  ^  ^2  ^ 


(5) 


-n  ^,  .  ...  ,  ^.  >      x  =  -n 


-,,'_ ^2 y_ .,  _  _^2        y 


.2 


iC2  -f  ^2  ^  ^2    '  ^  "  a;'2  -I-  l?/'2  _|_  ^'2 

.  _   _    ^  g  _  _    2 ^^ 

^-         ^0  ^2  _J_  ^2  +  ^2  >  ^-         ^0^,2_J_^'2_|.^'2    ' 

Die  Fläche  /"^  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  ergibt 
sich  durch  die  Substitution  x'=  x ,  y'=  y  ^  2'=  s ,  und  zwar 
wird  dieselbe 

^2  _^  ^2  _|_  ^2  =  _^2  ^ 

Sie  ist  eine  ganz  imaginäre  Kugel.  Es  gibt  also  überhaupt 
keine  reellen  Koinzidenzpunkte.  In  der  Tat  stellt  diese  „In- 
version mit  negativer  Potenz"  einen  wesentlich  verschiedenen 
Typus  einer  Verwandtschaft  vor.  Doch  können  wir  die- 
selbe aus  der  gewöhnlichen  Inversion  und  einer  einfachen 
zweiten  Beziehung  zusammensetzen.  Denn  führen  wir  einen 
Punkt  P''  ein  mit  den  Koordinaten  x'\  y'\  z'\  so  daß 


(6) 


' I  r"^  ^  ^y''— 4_^2  y 


iZ;2  _|_  ^2  4_  ^2    ^  "  iC2  +  2/2   _j_  ^2 


0  ^2  _^  2/2  +  ^2    ' 

so  gelangen  wir  von  P  zu  P''  durch  Anwendung  dieser  ge- 
wöhnlichen Inversion.  Nehmen  wir  weiter  dazu  die  Trans- 
formation 

(7)  x"=-x',    y"^-y',    «"=-/, 

SO  ist  die  Transformation  (5)  ersetzt  durch  die  Reihenfolge 
der  Transformationen  (6)  und  (7).  Die  letztere  Verwandt- 
schaft ordnet  aber  einem  Punkte  P"  denjenigen  Punkt  P' 
zu,  der  auf  dem  Strahle  OV"  auf  der  anderen  Seite  von  V 
so  liegt,  daß  absolut  genommen  0^'=0V'  oder  mit  anderen 


I 
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Worten:  der  ganze  Raum  wird  symmetrisch  in  bezug  auf  0 
abgebildet.  (Vgl.  G.  T.  I.  177.,  S.  292.)  Die  reelle  Kugel 
(4)  vom  Radius  Vq  bleibt  bei  der  ersten  Umformung  fest, 
bei  der  zweiten  tritt  an  Stelle  eines  jeden  ihrer  Punkte 
der  andere  Endpunkt  des  durch  ihn  gehenden  Durchmessers. 
Also  führt  die  Transformation  (5)  diese  Kugel  in  sich  über, 
zwar  nicht  Punkt  für  Punkt,  wohl  aber  den  einen  End- 
punkt eines  Durchmessers  je  in  den  andern. 

111,     Gleichzeitig  werden  wir  aber  dadurch  veranlaßt, 
auch  die  Transformationen  vom  folgenden  Typus 

X 


(8) 


^-         '•>-^2+y2+^2' 

^-      '■"a;'2  +  2/'2  +  5'2 

^'-  +'■§,. +  ;.  +  ,.' 

w  -   1  r^            y' 

,'           1   ~2                  ^ 

,       2                     «' 

-            1   »^"^2  +2,2  +  ^2' 

,                2                 X 
^   -         *"«  a;2  +  j,2  +  ^2    ' 

2               «' 

v'-  r^     y 

V      ,2        y' 

y^       "  x'^  +  y"'  +  5'2 

^         +*■»  ä;'2  +  y'i  +  g'i 

bzw. 


(9) 


noch  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  Transformation  (8)  kann 
nun  wieder  zusammengesetzt  werden  aus  der  gewöhnlichen 
Inversion  (6)  in  Verbindung  mit  der  Abbildung 

(10)  x"=-x',    y"^y,    z"=z. 

Diese  letztere  besteht  darin,  daß  der  Raum  symmetrisch  zur 
yZ- Ebene  abgebildet  wird.  Diese  spezielle,  involutorische 
Zcntralkollineation  (vgl.  G.T.1. 180.)  wird  auch  als  „Spiegelung" 
an  der  ZZ- Ebene  bezeichnet.  Fest  bleibt  bei  beiden  Ab- 
bildungen der  in  der  YZ- Ebene  gelegene  Kreis 

welcher  demnach  den  Ort  der  Koinzidenzpunkte  vorstellt. 

14* 
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Die  Transformation  (9)  endlich  läßt  sich  ersetzen  durch 
die  gewöhnliche  Inversion  (6),  durch  die  Spiegelung  (10) 
und  die  weitere  Spiegelung  an  der  YZ- Ebene 

(11)  x''=x',     y"=-y,     z"=^z. 

Die  einzigen  Punkte,  welche  bei  diesen  drei  Umformungen 
fest  bleiben,  sind  die  beiden  Punkte  der  Z- Achse 

^  =  0  ,     2/  =  0  ,     ^  =  +^0  ; 
Schließlich  steht  es   dann   noch   in   unserem   Belieben,   die 
Transformation  (5)  durch  (6)  und  durch  drei  Spiegelungen  an 
den  drei  Koordinatenebenen  zu  ersetzen,  so  daß  wir  schließ- 
lich zu  folgendem  Resultat  gelangen: 

Eine  quadratische  Transformation  der  erwähnten 
Art,  welche  alle  Kugehi  des  Raumes  wieder  in  Kugeln 
überführt  und  gleichzeitig  perspektiv  ist,  besteht  ent- 
weder in  einer  gewöhnlichen  Inversion,  oder  sie  geht 
aus  ihr  hervor  durch  Hinzunahme  einer  Spiegelung  oder 
zweier  oder  dreier  Spiegelungen  an  den  Koordinaten- 
ebenen. Die  Koinzidenzpunkte  erfüllen  je  nachdem 
entweder  eine  Kugel  oder  einen  Kreis,  oder  es  sind 
zwei  oder  gar  keine  vorhanden. 

Demnach  dürfen  wir  uns  im  wesentlichen  auf  die  Be- 
trachtung der  gewöhnlichen  Inversion  (6)  beschränken  und 
stellen  zunächst  deren  Eigenschaften  kurz  zusammen,  um 
sodann  die  zahlreichen  Anwendungen  dieser  Abbildungs- 
methode in  einem  eigenen  Abschnitte  zu  vereinigen. 

§  25.   Die  (gewöhnliclie)  Inversion  oder  Transformation 
durch  reziproke  Radien. 

Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen. 

112.  Die  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Inversion  er- 
geben sich  aus  denen  der  allgemeinen  Inversion  (98.)  ledig- 
lich mit  Rücksicht  darauf,  daß  der  Kegelschnitt  W-  der  un- 
endlich ferne  Kugelkreis  ist  und  unter  Beachtung  der  in 
106.  gegebenen  Formulierungen,  Von  den  P.-Gebilden  ist 
bloß  der  Inversionsmittelpunkt  0  reell;  ihm  entspricht  die 
unendlich  ferne  Ebene.  Legen  wir  durch  0  irgend  eine  Ge- 
rade, so  ist  dem  unendlich  fernen  Punkte  derselben  der  an 
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0  unendlich  benachbarte  Punkt  dieser  Geraden  zugeordnet. 
Der  ganze  Raum  außerhalb  der  Inversionskugel  vom  Radius  r^ 
bildet  sich  in  das  Innere  dieser  Kugel  ab;  die  Inversions- 
kugel vermittelt  den  Übergang,  sofern  jeder  ihrer  Punkte  in 
sich  selbst  übergeht. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  Punkte  P  und  P^ ,  deren 
Entfernung  d^  sein  möge,  während  r  und  r^  die  Abstände 
dieser  Punkte  vom  Mittelpunkte  0  seien.  Die  entsprechen- 
den Punkte  P'  und  P^  haben  die  Entfernung  d^  und  die 
Abstände  r'  und  r(  von  0 .  Aus  den  Formeln  (1)  auf  S.  209 
ergibt  sich  dann  ohne  weiteres 

(12)  ai  =  ^-^  =  '^d,. 

rr^  Je 

Diese  Beziehung  gilt  auch  dann  noch,  wenn  P^  dem  Punkte  P 
unendlich  nahe  rückt,  so  daß  r^  =  r  und  infolgedessen  auch 
Pi  zu  P'  unendlich  benachbart  liegt.  Wir  wollen  aber  diesen 
Zusammenhang  direkt  ableiten. 

Ein  dem  Punkte  P  unendlich  benachbarter  Punkt  Q 
habe  die  Koordinaten  x-\-dx,  y -\- dt/ ,  z-\-d3,  das  Linien- 
element FQ  werde  mit  ds  bezeichnet.  Dem  Punkte  Q  ent- 
spricht dann  ein  Punkt  Q'  mit  den  Koordinaten  x' -^  dx' ^ 
y'-\-dy',  z'-\-dz',  und  P'Q' =  ds'  ist  das  entsprechende 
Linienelement.  Durch  Differentiieren  der  Gleichungen  (1) 
finden  wir 

dx'=  — .  ((i/2  +  ^2  _  ^2) dx  —  2xydy  —  2xzd3) 

(13){  dy'=  — .  {-  2y X '  dx  +  (x^  +  z^  -  y^)dy  -  2yzd2) 

h 

dz'  =  —  '{-2  0xdx  —  20ydy  +  {x^-\-y'^-z^) dz)  . 

Femer  ist 

ds''  =  dx^  -f  dfy2  +  dz^ ,    c?s'2  _  dx'^  -f-  dy'^  -\-  dz"'. 

Bilden  wir  mittels  der  Gleichungen  (13)  den  Ausdruck  für 
ds"' ,  so  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung 

Ä  r'2 

(14)  ds'  ==-—ds  =  -:f~ds  . 
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Es  ändert  sich  demnach  das  Verhältnis  entsprechender  Linien- 
elemente mit  der  Lage  der  Punkte  P  und  P' ,  doch  bleibt 
es  bei  festgehaltenem  P  das  gleiche  für  alle  durch  P  und  P' 
gehende  entsprechende  Elemente.  Ist  also  P  ein  weiterer 
zu  P  benachbarter  Punkt  mit  den  Koordinaten  x-\-dXj 
y  -\-  ^y )  z  -\-  dz  und  PP  =  ÖS  das  zu  ihm  führende  Linien- 
element ^  während  wieder  B'  der  entsprechende  Punkt, 
ös'  das  entsprechende  Linienelement,  so  gilt  auch  die  Be- 
ziehung 

h  r'^ 

ös^  ==  —-ÖS  =  -^j-ds  . 
r^  k 

Die  Elemente  ds  und  ds  schließen  ferner  einen  Winkel  (X 
ein,  der  bestimmt  ist  durch  die  Beziehung 

dx»  dx  -\-  dy  -  dy  -\-  dz  »  Ö0 


cosa  = 


ds  •  ds 


Die  entsprechenden  Elemente  ds^  und  ds^  sind  unter  einem 
Winkel  oc'  gegeneinander  geneigt,  so  daß 

dx'-  öx' -f-  dy'-  öy'  -\-  dz'  •  dz' 


cosa    == 


ds'-ös' 


Bilden  wir  den  rechtsstehenden  Ausdruck  unter  Benutzung 
der  Gleichungen  (13)  bzw.  der  in  den  öXyöy  ^ .  .  .  geschriebenen, 
so  erhalten  wir  nach  entsprechender  Vereinfachung 

dx'  dx'  +  dy'  dy'  -j-  dz'  dz'      dx  •  dx  -\-  dy  >  dy  -\-  dz '  dz 
ds''ds'  ds-ds 

Es  sind  also  die  Winkel  oc  und  oc'  einander  gleich  und  folg- 
lich die  Dreiecke  PQR  und  P'Q'R'  ähnlich.  Auch  die 
letzten  Seiten  QB  und  Q'E'  derselben  stehen  im  gleichen 
Verhältnis  zueinander  wie  ds  und  ds'. 

Allgemein  ist  damit  bewiesen,  daß  durch  die  Inversion 
irgend  einer  Fläche  und  die  ihr  entsprechende  konform, 
d.  h.  ähnlich  in  den  kleinsten  Teilen,  aufeinander  abgebildet 
werden. 

113.  Nehmen  wir  aber  weiter  noch  einen  dritten  zu  P 
unendlich  benachbarten  Punkt  5,  dessen  entsprechender  S' 
sein  möge,  bezeichnen  das  Linienelement  PS  mit  As  und 
P'S'  mit  As'j  so  muß  das  unendlich  kleine  Tetraeder  PQRS 
dem  entsprechenden  P'Q'R' S'  offenbar  ähnlich  sein,  so  daß 
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auch  der  Winkel  zweier  Ebenen  des  einen  gleich  dem  Winkel 
ist,  den  die  entsprechenden  Ebenen  des  andern  Tetraeders 
büden.  Es  läßt  sich  aber  weiter  zeigen,  das  je  zwei  der- 
artige imendlich  kleine,  einander  entsprechende  Tetraeder 
bei  der  gewöhnlichen  Inversion  ungleichen  Sinn  haben. 
Drücken  wir  nämlich  das  sechsfache  Volumen  des  Tetra- 
eders F'Q'It'S'  durch  die  bekannte  Determinante  aus,  so 
gibt  diese  (vgl.  G.  T.  I.  160.)  gleichzeitig  dieses  Volumen  in 
einem  bestimmten  Sinne.     Es  ist  aber 


6.  Vol.  P'Q'B'S'  = 


k^ 


x'  y'                z'           1 

x'^dx'  y'-\-diy      z'-\-dz'     1 

x'-^bx'  y'+öy'     b'-^öz'     1 

x'+Ax'  y'-i-Ay'     z' -^  Az'     1 

dx'      dy'  dz' 

6x'      dtf  dz' 

Ax'     Ay'  Az' 

Unter  Benutzung  der  Gleichungen  (13)   erhalten  wir  mithin 
dafür: 

{\f^-\-z^—x'^')dx—^xydy—'lxzdz,  —2yxdx-]-{x'^+z'^—y'^)dy—2yzdZj 
-2zxdx-2zy  dy-{-{x^+y''-z^)  dz  *) 

{y^-\-z^-x^)8x-2xydy-2xzSz,  -2yx8x+(x''+z^-y^)8y-'2yz8z , 
-2zx8x-2zy8y+  {x^+y^-z^)8z 

(y^-\-z^—x^)Ax—2xyAy—2xzAz,  —2yxAx+{x^-\-z^-y'^)Ay—2yzAz^ 
-2zxAx—2zyAy+{x^+y^—z^)Az 

Diese  Determinante  läßt  sich  als  das  Produkt  zweier  Deter- 
minanten darstellen,  so  daß  wir  erhalten 

{y^-\-z^  —  x^)  2xy  2xz 

2yx  —(x'^  +  z^  —  y^)  2yz 

2zx  2zy  -{x^+y^-z^) 

—  dx      —dy      —dz 

—  öx      —dy      —dz 

—Ax     —Ay     —Az 

*)   Aus  Mangel   an  Raum   müssen    die  Glieder   der   letzten 
Vertikalreihe  der  Determinante  auf  eine  neue  Zeile  gesetzt  werden. 


A-3 
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Die    erste   Determinante   gibt    ausgerechnet    den    Ausdruck 

(x^  -\-  y^  -{-  B^)^  =  r^  und  es  wird  schließlich 

Vol.  F'Q'R'S'  =  -  -^  •  Vol.  FQBS . 

Bei  der  gewöhnlichen  Inversion  mit  positivem  h  sind  also 
entsprechende  unendlich  kleine  Tetraeder  stets  ungleichsinnig, 
bei  der  Transformation  mit  negativer  Potenz  haben  sie  immer 
gleichen  Sinn. 

Entsprechende  Oberflächenelemente  dco  und  d(o'  sowie 
entsprechende  Raumelemente  dv  und  dv'  erfüllen  folglich 
die  Beziehungen 

(15)  d(o^  = —rdo)  =  ^nrdo)  y 

(16)  dv^  =  —:  dv  =  -r^dv  . 

Je 
Der  den  Maßstab   der  Verjüngung  liefernde   Ausdruck  -^ 

nimmt  für  die  gewöhnliche  Inversion  den  Wert  1  bloß  dann 
an,  wenn  r^  ==  ä;  —  /•§ ,  d.  h.  für  Punkte  der  Inversionskugel. 
Da  ferner  bei  einer  Spiegelung  alle  Winkel  selbstverständ- 
lich erhalten  bleiben,  so  sind  die  durch  die  Gleichungen  (8) 
und  (9)  gegebenen  Transformationen  ebenfalls  konform.  Wir 
haben  somit  gefunden: 

Die  Transformation  durch  reziproke  Radien  bildet 
den  Raum  konform,  d.  h.  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnlich  auf  sich  ab;  jeder  Fläche  entspricht  also 
eine  neue  Fläche,  die  konform  auf  die  erste  bezogen 
ist.  Der  Maßstab  für  die  Abbildung  ändert  sich 
mit  der  Lage  im  Räume  und  ist  dem  Quadrat  der 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Transformation  um- 
gekehrt proportional.  Entsprechende  Linien-,  Flächen- 
bzw. Raumelemente,  die  durch  zwei  entsprechende 
Punkte  gehen,  stehen  in  konstantem  Verhältnis,  das 
der  ersten,  zweiten  bzw.  dritten  Potenz  dieses  Maß- 
stabes gleich  ist.  Nur  solche  entsprechende  Ele- 
mente, welche  von  einem  Punkte  der  Inversions- 
kugel ausgehen,  sind  gleichgroß.  Im  Mittelpunkt 
der  Transformation  hört  die  Stetigkeit  der  AbbUdung 
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auf.  Irgend  zwei  entsprecheode,  junendlich  kleine 
Tetraeder  sind  ungleichsinnig  ähnlich,  bei  der  In- 
version mit  negativer  Potenz  dagegen  ist  der  Sinn 
derselben  der  gleiche. 

Die  konformen  Punkttransformationen  des  Raumes. 

114.  Da  eine  Inversion  eine  Kugel  wieder  in  eine  Kugel 
überfuhrt,  so  liefern  zwei  Inversionen,  nacheinander  ausge- 
geführt,  wieder  eine  Inversion.  Diese  ist  allerdings  nicht 
mehr  „perspektiv",  sondern  die  Mittelpunkte  liegen  getrennt. 
Haben  wir  nämlich  eine  erste  Inversion  J  mit  dem  Mittel- 
punkte 0,  welche  einen  Punkt  P  in  P'  überführt,  ferner 
eine  zweite  Inversion  J^  mit  dem  Mittelpunkte  0^ ,  welche 
P'  nach  P''  bringt,  so  sind  die  Mittelpunkte  der  neuen  Ver- 
wandtschaft, welche  durch  die  Verbindung  von  J  und  J^ 
hervorgeht,  wie  folgt  zu  bestimmen.  Dem  Punkte  0  ent- 
spricht vermöge  J^  ein  Punkt  0"  und  alle  unendlich  fernen 
Punkte  gehen  durch  die  Reihenfolge  J  und  J^  in  0"  übar. 
Ferner  wird  dem  Punkte  0^  durch  die  Inversion  J  ein  ge- 
wisser Punkt  0'  zugewiesen,  und  in  ihm  bilden  sich  alle  un- 
endlich fernen  Punkte  ab,  wenn  man  zuerst  J^  und  dann  J 
anwendet.  Eine  neue  Transformation  ergibt  sich  dagegen, 
wenn  wir  0^  und  0  zusammenfallen  lassen  und  P,  JP,  P" 
je  auf  dem  gleichen  Strahl  durch  0  liegen.     Denn  da  jetzt 

OF'Or  =  Tc  und   or*or'  =  \, 

so  folgt 

OP',OF"=h:\y 

d.  h.  zwischen  den  Punkten  P  und  P"  besteht  eine  Ahnlich- 
keitstransf  ormation  (vgl.  G.  T.  I,  S.  292.).  Die  gleiche 
Abbildung  würde  überhaupt  durch  eine  gerade  Anzahl 
solcher  Inversionen,  bei  denen  alle  einem  Punkte  der  Reihe 
nach  entsprechenden  Punkte  auf  einer  Geraden  durch  den 
gemeinsamen  Mittelpunkt  liegen,  sich  erzeugen  lassen.  Es 
ist  von  vornherein  selbstverständlich,  daß  diese  Ähnlichkeits- 
transformation, bei  der  ja  Tetraeder  von  endlicher  Aus- 
dehnung sich  entsprechen,  auch  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnlich,  d.  h.  konform,  ist. 

Alle  Transformationen,  welche  sich  aus  einer  Reihe  von 
Ahnlichkeitstransformationen    und    Inversionen    zusammen- 
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setzen,  führen  demnach  eine  Kugel  stets  wieder  in  eine 
Kugel  über  und  sind  konform. 

Man  kann  nun  aber  auch,  wie  wir  bloß  erwähnen,  die 
Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen:  Alle  konformen  Punkt- 
transformationen im  Räume  lassen  sich  als  eine  Folge  von 
Ahnlichkeitstransformationen  und  Inversionen  darstellen. 

Folglich  führen  alle  konformen  Punkttransformationen 
des  Raumes  Kugeln  stets  wieder  in  Kugeln  über. 

Dies  ist  auch  unschwer  zu  beweisen.  Denn  für  eine 
konforme  Abbildung  muß 

ds'  =  f'  äs 

sein,  wobei  f  ein  vom  Orte  abhängiger  Faktor.  Für  alle 
Minimalgeraden  ist  aber  ds  =  0 ,  also  müssen  diese  durch 
eine  konforme  Abbildung  ineinander  übergeführt  werden. 
Die  Kugel  ist  aber  die  einzige  Fläche,  welche  zwei  Scharen 
von  Minimalgeraden  enthält;  daher  müssen  die  konformen  Ab- 
bildungen Kugeln  wieder  in  Kugeln  überführen. 

Man  beachte  aber  den  Unterschied  gegenüber  den  kon- 
formen Abbildungen  der  Ebene.  In  der  Ebene  gab  es  un- 
begrenzt viele  Möglichkeiten,  konforme  Abbildungen  der- 
selben abzuleiten,  da  jede  Funktion  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen (vgl.  S.  117)  zu  einer  solchen  führte  und  unter 
diesen  bildeten  diejenigen,  welche  einen  Kreis  immer  wieder 
in  einen  Kreis  verwandelten,  nur  eine  besondere  Gruppe, 
nämlich  die  der  Kreisverwandtschaften  (S.  106).  Im  Räume 
hat  jede  konforme  Punkttransformation  die  Eigenschaft,  eine 
Kugel  stets  wieder  in  eine  Kugel  überzuführen,  und  alle 
konformen  Punkttransformationen  des  Raumes,  deren  Anzahl 
<x)io  beträgt,  bilden  zusammen  eine  Gruppe. 

Die  Bilder  von  Ebenen  und  Kugeln. 

115.  Untersuchen  wir  nun  im  einzelnen,  welche  Ge- 
bilde die  Transformation  durch  reziproke  Radien  ineinander 
überführt.  Einer  beliebigen  Ebene  entspricht  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  K^  geht,  d.  h.  eine  Kugel. 
Da  die  Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einer  Geraden 
trifft,  so  geht  die  Kugel  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Trans- 
formation und  die  Tangentialebene  in  0  an  die  Kugel  ist 
zur  gegebenen  Ebene  parallel.     Schneidet  die  Ebene  die  In- 


1 


§  25.    Die  Transformation  durch  reziproke  Eadien.        219 

versionskugel  in  einem  reellen  Kreise,  so  enthält  diesen  auch 
die  entsprechende  Kugel.  Allgemeiner  können  wir  sagen, 
daß  eine  Ebene,  die  ihr  entsprechende  Kugel  und  die  lu- 
versionskugel  ein  „Büschel"  bilden,  d.  h.  durch  denselben, 
reellen  oder  imaginären  Kreis  hindurchgehen.  In  der  Tat 
verwandelt  sich  die  Ebene 

durch  die  Substitution  (1)  auf  S.  209  in 

lc{ax'+  5/+  c^'-\-d)  +  d{x'^  +  y'^  -i-0'^-k)  =  O  , 

und  diese  Kugel  geht  ersichtlich  durch  den  Schnitt  der  ge- 
gebenen Ebene  mit  der  Inversionskugel 

So  =  x'^  J^y'^  J^s'^  -k  =  0 
hindurch. 

Jede  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  0  jedoch  wird  durch 
die  Inversion  in  sich  selbst  übergeführt;  es  bildet  sich  in 
ihy  eine  ebene  Inversion  aus. 

Im  übrigen  ist  der  obige  Satz  nur  ein  spezieller  Fall 
des  folgenden:  Irgend  einer  Kugel  entspricht  wieder  eine 
Kugel  und  beide  Kugeln  gehören  mit  der  Inversionskugel 
einem  Büschel  an.     Denn  ist  die  gegebene  Kugel 

S={x-(xy-\-(y-  ßf  ^(^-y)2-r^  =  0, 

so  entspricht  ihr  nach  Weglassung  des  Faktors  x^ -{- y^ -{- 0^  =  0 
die  Kugel 

S'  =  (^2  -{-  ß2  J^y2  _  ^2)  (^2  -|-  «/2  _!_  ^2) 

-2Jc{(xx-\-  ßy-\-yz)~{-k^  =  0  , 
die  sich  leicht  auf  die  Form  bringen  läßt: 

[{x  -  (xy  +  {y-  ßY  +  (^  -  yY  -  r^] 

Es  ist  also  S'  von  der  Form 
womit  der  Satz  bewiesen. 
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Sich  selbst  entsprechende  Kugeln. 

116.  Wir  können  dieses  Resultat  übrigens  noch  be- 
nutzen, um  die  Frage  zu  beantworten:  Gibt  es  Kugeln, 
welche  durch  die  Inversion  in  sich  selbst  übergeführt  werden? 
Soll  S^  mit  S  identisch  werden,  so  muß  der  Faktor  X  den 
Wert  Null  annehmen,  folglich 

(x^~\-ß^-\-  y'  -  r^  -  r§  =  0 

sein.  Diese  Bedingung  besagt  aber,  daß  das  Dreieck,  weiches 
der  Inversionsmittelpunkt  0,  der  Mittelpunkt  («:,  /9,  y)  der 
Kugel  B  und  ein  Punkt  des  Schnittkreises  bilden,  ein 
rechtwinkliges  ist,  oder  mit  andern  Worten,  daß  die 
Kugel  B  die  Inversionskugel  /Sq  orthogonal  schneidet.  Es 
folgt  daraus: 

Alle  Kugeln,  welche  die  Inversionskugel  ortho- 
gonal schneiden,  und  nur  diese,  gehen  durch  die  In- 
version in  sich  über. 

Dabei  gehen  die  Punkte  einer  solchen  Kugel  ineinander 
über,  nur  die  Punkte  des  Schnittkreises  mit  der  Inversions- 
kugel entsprechen  sich  selbst. 

Solche  Kugeln  zu  bestimmen,  gibt  es  noch  verschiedene 
Möglichkeiten:  Sind  P,  P'  irgend  zwei  entsprechende  Punkte 
und  legen  wir  durch  sie  eine  Kugel,  so  ist  Iz  deren  Potenz 
in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  0,  und  sie  schneidet  also 
die  Inversionskugel  orthogonal.  Alle  die  oo^  Kugeln 
durch  die  zwei  entsprechenden  Punkte  P,  P',  welche  ein 
„Kugelbündel"  oder  „Kugelnetz"  bilden,  haben  die  gleiche 
Eigenschaft. 

Betrachten  wir  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  P,  P', 
Q,0',  so  liegen  dieselben  (S.  71)  auf  einem  Kreise.  Jede 
Kugel  durch  die  beiden  Punktpaare  enthält  demnach  diesen 
Kreis  und  alle  solche  Kugeln  bilden  ein  „Büschel". 

Sind  endlich  irgend  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
gegeben,  P,  P',  ö,  Q',  P,  P',  so  geht  durch  V,F'  Q,  Q' 
ein  erster,  durch  P,  P%  B ,  R^  ein  zweiter  Kreis  und  durch 
diese  beiden  Kreise  läßt  sich  eine  einzige  Kugel  legen,  welche 
folglich  die  drei  Punktpaare  enthält.  Es  hat  sich  demnach 
gezeigt: 
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Durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  ist  ein 
Netz,  durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  ein 
Büschel  von  Kugeln  bestimmt.  Irgend  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  liegen  auf  einer  Kugel.  Alle 
so  bestimmten  Kugeln  schneiden  die  Inversions- 
kugel orthogonal. 

Die  Bilder  von  Geraden  und  Kreisen. 

117.  Einer  (reellen)  Geraden  g  entspricht  ein  Kreis, 
der  in  der  Ebene  (Og)  gelegen,  in  0  eine  zu  g  parallele 
Tangente  hat.  Jede  Gerade  durch  0  entspricht  sich  selbst 
und  trägt  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Schnitt- 
punkte mit  der  Inversionskugel  sind. 

Irgend  einem  Kreise  durch  0  entspricht  umgekehrt  eine 
in  seiner  Ebene  gelegene  Gerade. 

Hat  man  dagegen  einen  nicht  durch  0  gehenden  Kreis, 
so  erhalten  wir  als  sein  Bild  stets  wieder  einen  Kreis.  Dies 
braucht  nur  noch  für  den  Fall  bewiesen  zu  werden,  daß  die 
Ebene  des  Kreises  nicht  durch  0  geht.  Aber  dann  können 
wir  den  Kreis  als  Schnitt  seiner  Ebene  und  einer  durch  ihn 
und  0  gelegten  Kugel  auffassen.  Dieser  Kugel  entspricht 
eine  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  wieder  eine  Kugel, 
und  beide  Flächen  liefern  in  ihrem  Schnitt  den  entsprechen- 
den Kreis. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  kommt  den  Minimalgeraden 
zu.  Diese  imaginären  Geraden  trafen  alle  den  unendlich  fernen 
Kugelkreis.  Nach  93.  geht  also  jede  Minimalgerade  wieder 
in  eine  solche  über.  Die  beiden  einander  zugewiesenen  Ge- 
raden liegen  in  einer  Ebene  durch  0  und  sie  gehen  bzw. 
durch  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  K^.  Diese 
Schnittpunkte  liefern  ja  die  Kreispunkte  für  die  in  dieser 
Ebene  sich  ausbildende  Inversion.  Daraus  folgt  dann  aber 
weiter,  daß  auch  jeder  Fokaldeveloppablen  einer  Fläche  wieder 
eine  Fokaldeveloppable  der  entsprechenden  Fläche  entspricht, 
ebenso  jedem  Fokalpunkt  wieder  ein  Fokalpunkt  für  das 
Bild,  oder  kürzer: 

Alle  Fokaleigenschaften  sind  invariant  gegen- 
über  der  Transformation   durch   reziproke  Kadien. 
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Die  Bilder  beliebiger  Flächen  und  Kurven. 

118.  Beliebige  Flächen  und  Kurven  werden  durch  die 
Inversion  in  Gebilde  übergeführt,  die  zum  unendlich  fernen 
Kugelkreis  in  besonderer  Beziehung  stehen,  wobei  im  übrigen 
auf  94.  zu  verweisen  ist.  So  entspricht  einer  ganz  allge- 
mein gelegenen  Fläche  w-ter  Ordnung  f^  eine  Fläche  f^^^ 
von  der  Ordnung  2  m ,  welche  den  Kugelkreis  zur  m-fachen 
Kurve  hat.  In  0  besitzt  /"'^w  einen  m-fachen  Knotenpunkt, 
dessen  Tangentenkegel  den  Schnitt  von  /""*  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene  aus  0  projiziert.  Geht  f*^  durch  0  hin- 
durch oder  durch  Koo,  so  reduziert  sich  die  Ordnung  von 
ff  2m  je  um  1  bzw.  2. 

Beispielsweise  entspricht  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
eine  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  Koo  zur  Doppelkurve 
hat.  Flächen  dieser  Art  heißen  Zykliden.  In  0  besitzt 
dieselbe  einen  gewöhnlichen  konischen  Knoten. 

Wählt  man  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung,  so 
berührt  dieselbe  nach  108.  den  Kugelkreis,  die  entsprechende 
Zyklide  hat  demnach  zwei  weitere,  allerdings  imaginäre  Knoten- 
punkte. Einem  allgemeinen  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen 
Spitze  beliebig  gelegen,  entspricht  eine  Zyklide  mit  zwei 
reellen  konischen  Knoten,  von  denen  der  eine  in  0  sich  be- 
findet, der  andere  in  dem  der  Spitze  entsprechenden  Punkte. 
Ein  Rotationskegel  zweiter  Ordnung  endlich  geht  wieder  in 
eine  Zyklide  über  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Knotenpunkten. 

Geht  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  0  hindurch, 
so  ist  ihr  inverses  Bild  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche 
Koo  noch  als  einfache  Kurve  enthält. 

Eine  beliebige  Raumkurve  ^-ter  Ordnung  BP  wird  in 
eine  Raumkurve  i^'^P  von  der  Ordnung  2p  verwandelt, 
welche  E^  2j?-mal  schneidet  und  ^-mal  durch  0  geht. 
Trifft  Bp  den  Kugelkreis  ^oo ,  so  sondert  sich  für  jeden  ein- 
fachen Schnittpunkt  eine  Minimalgerade  ab  und  die  Ordnung 
der  entsprechenden  B'  wird  um  eine  Einheit  erniedrigt.  Ein 
Beispiel  bietet  irgend  ein  Kreis,  dessen  inverses  Bild,  wie 
wir  oben  sahen,  wieder  ein  Kreis  ist. 


§  26.    Die  stereographische  Projektion. 


223 


Vn.  Kapitel. 

Anwendungen  der  Transformation  durch  reziproke 

Radien. 

§  26.   Die  stereographische  Projektion. 

Allgemeine  Sätze. 

119.  Eine  Ebene  wird  durch  die  Inversion  in  eine  Kugel 
übergeführt.  Wählen  wir  speziell  eine  die  Inversionskugel 
in  Ä  berührende  Ebene  e^  so  berührt  auch  die  entsprechende 

0 


Kugel  in  Ä  diese  Ebene  (Fig.  50)  und  der  Durchmesser  2  a 
derselben  wird  gleich  dem  Radius  r^  der  Inversionskugel,  also 


a  = 


Sofern  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P'  stets  auf  einem 
Strahle  durch  0  liegen,  erhalten  wir  die  Abbildung  dieser 
Kugel  auf  die  Ebene  e  ganz  unabhängig  von  der  Raum- 
transformation, indem  wir  die  Kugelfläche  aus  0  auf  die 
Ebene  e  projizieren.  Dabei  ist  die  Bildebene  e  zur  Tan- 
gentialebene in  0  an  die  Kugel  parallel  und  berührt  selbst 
die  Kugel.  Diese  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene  be- 
zeichnet man  als  die  gewöhnliche  stereographische  Pro- 
jektion. Die  Abbildung  ändert  sich  nur  dem  Maßstabe 
nach,  wenn  man  die  Ebene  e  parallel  verschiebt,  sie  z.  B. 
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durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  legt.  Die  Tangentialebene 
in  0  an  die  Kugel  hat  mit  dieser  zwei  Minimalgerade  ge- 
mein, deren  unendlich  ferne  Punkte  dem  Kugelkreis  an- 
gehören und  für  die  Ebene  e  die  Kreispunkte  sind  (vgl.  107.). 
Alle  ebenen  Schnitte  der  Kugel,  d.  h.  ihre  Kreise  gehen 
folglich  nach  101.  wieder  in  Kreise  der  Ebene  e  über.  Die 
Abbildung  ist  konform  und  für  den  Maßstab  oder  die 
Längenverzerrung  erhalten  wir  nach  Formel  (14)  von  112. 

^  rl  1 


wenn  rp  der  Winkel  ist,  den  der  Durchmesser  OA  mit  dem 
Strahle  OP  bildet.    Führen  wir  den  Winkel  u  ein,  den  MP 

mit  der  Horizontalen  einschließt,   so  ist  \\)  =  45^  +  -^  und 
die  Längenverzerrung  wird  auch  gegeben  durch 


(450  +  1) 


cos 


Wir  können  also  folgende  Sätze  aussprechen: 

„Bei  der  stereographischen  Projektion  gehen  alle 
Kreise  der  Kugel  wieder  in  Kreise  der  Bildebene 
über  und  umgekehrt.  Der  Mittelpunkt  eines  Kreises 
der  Bildebene  ergibt  sich  als  Projektion  des  Poles 
des  entsprechenden  Kreises  der  Kugel.  Die  Ab- 
bildung ist  konform,  jedes  Orthogonalsystem  auf  der 
Kugel  geht  in  ein  Orthogonal  System  der  Ebene  über.^^ 

Wir  führen  ferner  noch  folgenden  Satz  an,  den  man  in 
der  Theorie  der  Flächen  beweist: 

Die  stereographische  Projektion  ist  die  einzige 
und  allgemeinste  konforme  Abbildung  der  Kugel  auf 
die  Ebene,  welche  jeden  Kreis  wieder  in  einen  Kreis 
überführt. 

Die  stereographische  Polar-  und  Aquatorial- 
projektion. 

120.  Wollen  wir  die  stereographische  Projektion  zur 
Abbildung  der  Erdoberfläche,  also  zur  Herstellung  einer 
Karte  verwenden,  so  haben  wir  zunächst  das  auf  der  Erd- 
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Oberfläche  übliche  Koordinatensystem  der  Längen-  und  Breiten- 
kreise darzustellen.  Aber  diese  Darstellung  richtet  sich  wieder 
darnach,  wie  wir  das  Zentrum  der  Projektion  in  Beziehung 
auf  dieses  Koordinatensystem  annehmen.  Die  einfachste 
Möglichkeit  ist  die,  daß  wir  das  Projektionszentrum  in  einen 
der  Pole,  z.  B.  in  den  Nordpol  verlegen  und  als  Bildebene 
mithin  die  Tangentialebene  im  Südpol  S  benutzen.  Dann 
gehen  alle  Meridiane  in  gerade  Linien  durch  S  über  und 


Fig.  51. 


alle  Breitenkreise  in  konzentrische  Kreise  mit  S  als  Mittel- 
punkt. Die  Konstruktion  dieser  Karte  ist  aus  Fig.  51  leicht 
zu  entnehmen,  welche  die  Abbildung  der  südlichen  Halb- 
kugel darstellt.  Der  punktierte  Kreis  gibt  den  Radius  der 
abgebildeten  Kugel  und  auf  der  Tangente  die  Radien  der 
Bilder  der  Parallelkreise.  Die  Längenverzerrung  wird  für 
den  Punkt  S  und  in  seiner  nächsten  Nähe  nach  der  obigen 
Formel  =  1 ,  in  einem  Abstand  von  60^  von  5,  was  der 
südl.  geogr.  Breite  30®  entspricht  (y)  =  30^),  wird  sie  f  =  1,33, 
so  daß  die  Flächenverzerning  ^-  =  1,78  und  für  die  Punkte 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   TL.  15 
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des  Äquators  {y)  =  45^)  ergeben  sich  die  Werte  2  und  4 . 
Diese  bereits  sehr  starke  Vergrößerung  der  Fläche  läßt  die 
Projektion  im  allgemeinen  mehr  für  die  Umgebung  des  Poles 
als  geeignet  erscheinen.  Man  bezeichnet  den  so  hergestellten 
Kartenentwurf  als  stereographische  Polarprojektion 
oder  als  winkeltreue  azimutale  Polarprojektion.  Diese 
Abbildung  wurde  schon  von  Hipparch  (160—125  v.  Chr.) 
zur  Herstellung  von  Himmelskarten  verwendet.  Für  geo- 
graphische Karten  benutzte  sie  erst  der  Niederländer  Gemma 
Frisius  (1540). 


Fig.  52. 

Eine  zweite,  ebenfalls  sehr  einfache  Darstellung  erhalten 
wir,  wenn  das  Zentrum  der  Projektion  auf  dem  Äquator  an- 
genommen wird.  Wählen  wir  diesmal,  der  einfachem  Kon- 
struktion wegen,  die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
als  Bildebene.  Sie  sei  gleichzeitig  die  Zeichenebene  und  wir 
geben  uns  in  Fig.  52  den  Kreis  ÄNQS  als  Schnitt  mit  der 
Bildebene.  Das  Zentrum  der  Projektion  liegt  senkrecht  über 
dem  Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Der  Äquator  geht  dann 
in  die  Linie  AQ  über  und  die  Längen-  und  Breitenkreise 
werden  auch  im  Bilde  wieder  Kreise.  Wir  zeichnen  letztere, 
indem  wir  nach  dem  obigen  Satze  S.  224  ihre  Mittelpunkte 
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konstruieren.  Diese  sind  die  Bilder  der  Pole  der  Kugelkreise. 
Für  die  Breitenkreise  liegen  sie  alle  auf  der  Linie  NSy  für 
die  Meridiane  fallen  sie  ins  Unendliche,  so  daß  wir  durch 
den  Mittelpunkt  der  Projektion  lediglich  eine  Senkrechte  auf 
die  Ebene  des  Meridians  zu  fällen  brauchen.  Alle  diese 
Mittelpunkte  liegen  auf  der  Linie  AQ .  Die  punktierten 
Linien  geben  die  Konstruktion.  Die  Kreise  sind  in  Inter- 
vallen von  je  15^  gezeichnet.  Man  bezeichnet  diesen  Karten- 
entwurf als  stereographische  Aquatorialprojektion. 
In  ähnKcber  Weise  läßt  sich  auch  der  allgemeine  Fall,  wo 
das  Zentrum  der  Projektion  beliebig  auf  der  Erdkugel  an- 
genommen wird,  behandeln.  Wichtiger  ist  jedoch  eine  aus 
der  Polarprojektion  abgeleitete  Abbildung. 

Die  Mercatorprojektion. 

121.  Bilden  wir  nämlich  jetzt  die  Fig.  51  nochmals  nach 
der  in  64.  erörterten  Methode  ab,  indem  wir  setzen 

W=ü+iV  =  log;s'  =  log(a;'  +  iy') , 

so  wird  dann 

^=  log^'=  logyZH^  =  log{2atg(45«  -  J)} 

V  =  arctg  ^  ~  ^  ' 

wobei  der  Wert  von  ^'  der  Fig.  51  entnommen  ist,  während 
V  die  geographische  Länge  eines  Punktes  der  Kugel;  zur 
Vereinfachung  sei  der  Durchmesser  der  Kugel  gleich  der 
Einheit,  also  2  a  =  1 ,  wodurch  ja  nur  der  Maßstab  des 
Bildes  eine  Änderung  erleidet.     Dann  erhalten  wir 


^=logtg(450-|), 


V=v 


Das  orthogonale  System  der  Meridiane  und  Breitenkreise  geht 
wieder  in  das  orthogonale  System  der  Parallelen  zur  U-  bzw. 
F- Achse  über  (Fig.  48  b).  Diese  winkeltreue  Abbildung  wird 
als  Mercator-Projektion  bezeichnet  nach  Gerhard 
Krem  er,  genannt  Mercator  (f  1594),  der  sie  1569  ohne 
Angabe  über  ihre  Entstehung  veröffentlicht  hat.  Ihre  große 
Bedeutung  für  die  IS^autik  ergibt  sich  aus  folgender  Eigen- 

15* 
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Schaft.  Die  Bewegung  eines  Schiffes  oder  seinen  Kurs  be- 
stimmt man,  indem  man  mit  dem  Kompaß  den  Winkel  mißt, 
unter  welchem  es  die  Meridiane  schneidet.  Wird  dieser 
„Kurswinkel"  konstant  gehalten,  so  beschreibt  das  Schiff  auf 
der  Kugel  eine  sogenannte  „Loxodrome".  Diese  Kurve  schneidet 
also  alle  Meridiane  unter  dem  gleichen  Winkel  und  sie  hat 
die  Pole  zu  asymptotischen  Punkten,  denen  sie  sich  in  un- 
endlich vielen  Windungen  fort  und  fort  nähert.  Auch  die 
Meridiane  selbst  und  die  Parallelkreise  samt  dem  Äquator 
können  als  Loxodromen  aufgefaßt  werden,  die  dem  Kuis- 
winkel  0  bzw.  90^  entsprechen.  Wegen  der  konformen  Natur 
der  Mercatorkarte  geht  dann  aber  eine  Loxodrome  über  in  eine 
Kurve,  welche  alle  Parallelen  zur  Z7-Achse  unter  dem  näm- 
lichen Winkel  schneidet,  also  in  eine  Gerade.  Diese  Linie 
kann  zvdschen  zwei  gegebenen  Punkten  der  Karte  leicht  ein- 
getragen und  danach  der  Kurs  des  Schiffes  ermittelt  bzw. 
kontrolliert  werden.  Deswegen  findet  dieser  Karten entwurf 
als  Seekarte  seine  hauptsächlichste  Anwendung.  Er  gewinnt 
ferner  an  Bedeutung  durch  folgenden  Satz:  Die  Mercator- 
projektion  ist  die  einzige  konforme  Abbildung  der  Kugel 
auf  eine  Ebene,  welche  die  Loxodromen  in  gerade  Linien 
überführt.  Näherungsweise  kann  man  die  Mercatorkarte 
in  folgender  geometrischen  Weise  erhalten:  man  konstruiere 
einen  Zylinder,  der  die  Erdkugel  längs  des  Äquators  be- 
rührt; auf  ihn  projiziere  man  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
die  Meridiane  und  Breitenkreise  und  wickle  diesen  Zylinder 
sodann  ab.  Man  erhält  dadurch  eine  mit  der  Mercatorkarte 
in  den  Meridianen  übereinstimmende  Abbildung;  der  Fehler 
in  den  Breitenkreisen  aber  wird  um  so  größer,  je  weiter 
man  sich  vom  Äquator  entfernt.  Zum  Zwecke  genauerer 
Orientierung  in  der  Herstellung  von  Karten  vgl.  man  Zö  p  pri  tz : 
Leitfaden  der  Kartenentwurfslehre.  2.  Aufl.  von  Bludau. 
Leipzig  1899. 

Stereographische  Projektion  eines  Kristalles. 
122.  Auch  in  der  Kristallographie  wird  die  stereographische 
Projektion  verwendet,  namentlich  um  die  Zonen  Verhältnisse 
eines  Kristalles  übersichtlich  zur  Darstellung  zu  bringen.  Die 
Gesamtheit  der  Flächen  eines  Kristalles,  welche  einander  in 
parallelen  Kanten  durchschneiden,  nennt  man  bekanntlich  eine 
„Zone*%    derartige  Flächen    selbst    „tautozonal"    und    die 


§  26.    Die  stereographische  Projektion.  229 

Richtung,  zu  der  alle  Flächen  einer  Zone  parallel  sind,  die 
„Achse"  der  Zone.  Um  nun  die  stereographische  Projektion 
eines  Kristalls,  die  auch  als  „sphärische"  bezeichnet  wird, 
zn  zeichnen,  denkt  man  sich  zunächst  um  einen  Punkt  des 
Kristalls  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  von  beliebigem  Radius 
gelegt.  Vom  Mittelpunkte  werden  sodann  Senkrechte  auf  die 
Kristallflächen  gefällt  und  deren  Schnittpunkte  mit  der  Kugel 
ermittelt.  Jeder  Fläche  entspricht  demnach  der  eine  oder 
andere  Endpunkt  eines  Durchmessers,  den  man  den  Pol  der 
Fläche  nennt.  Die  Flächen  einer  Zone  liefern  Lote,  welche 
der  Ebene  angehören,  die  durch  den  Kugelmittelpunkt  senk- 
recht zur  Achse  der  Zone  geht.  Die  Pole  der  Flächen  einer 
Zone  liegen  folglich  auf  einem  Hauptkreise  der  Kugel.  Diese 
Kugel  wird  nun  stereographisch  in  eine  Ebene  abgebildet,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  Man  wählt  zu  dem  Zwecke 
etwa  die  Zone  aus,  welche  die  meisten  Flächen  enthält  und 
legt  die  Bildebene  senkrecht  zur  Achse  dieser  Zone.  Die 
Pole  dieser  Zone  liegen  dann  auf  dem  größten  Kreise,  wo- 
nach diese  Ebene  die  Kugel  schneidet.  Als  Zentrum  der 
Projektion  wählt  man  einen  der  Endpunkte  des  Durchmessers, 
der  auf  der  Bildebene  senkrecht  steht  und  projiziert  die 
unterhalb  der  Ebene  •  gelegenen  Pole  aus  dem  oberhalb  der 
Ebene  gelegenen  Punkte  und  analog  die  unterhalb  der  Ebene 
befindlichen  Punkte  der  Kugel  aus  dem  andern  Durchmesser- 
endpunkte. In  der  Bildebene  erhält  man  dadurch  an  Stelle  der 
Pole  neue  Punkte,  an  Stelle  der  Zonen  Kreise  und  die  Flächen 
einer  Zone  liefern  auch  im  Bilde  Pole,  welche  dem  Bild- 
kreise der  Zone  angehören.  Eine  ausführliche  Erörterung 
darüber  findet  man  in  den  Lehrbüchern  der  Kristallographie, 
z.  B.  bei  Groth:  Physikalische  Kristallographie.  4.  Aufl. 
Leipzig  1905. 

Anwendungen  in  der  Funktionentheorie. 
123.  Die  stereographische  Projektion  läßt  sich  auch 
verwenden,  um  eine  ganze  Reihe  anderer  Abbildungen  ab- 
zuleiten. Denken  wir  uns  zunächst  eine  Kugel  gegeben  und 
in  den  Endpunkten  Ä  und  Ä^  eines  ihrer  Durchmesser  die 
Tangentialebenen  e  und  e^  konstruiert,  so  können  wir  einen 
Punkt  (P)  der  Kugel  aus  Ä  und  Ä^  in  die  Ebenen  e'  und  e 
projizieren.  Ordnen  wir  diese  Bilder  P'  und  P  einander  zu, 
so  werden  durch  diese  doppelte  Abbildung  der  Kugel  die 
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Ebenen  e  und  e'  offenbar  kreisverwandt  aufeinander  be- 
zogen.    A  und  A'  sind  die  Zentralpunkte  (vgl.  51.). 

Wählen  wir  dagegen  irgend  eine  andere  Ebene  yj,  senk- 
recht zum  Durchmesser  AA^  und  projizieren  einen  Punlit  (P) 
der  Kugel  wieder  aus  A  und  A'  in  diese  Ebene  nach  P 
und  P',  so  bildet  sich  in  dieser  Ebene  eine  Inversion  aus, 
welche  den  reellen  oder  imaginären  Schnitt  der  Ebene  ?y  mit 
der  Kugel  als  Inversionskreis  besitzt. 

Unter  Benutzung  einer  einzigen  Projektion  können  wir 
eine  in  der  Ebene  e  (Fig.  50)  gegebene  Verwandtschaft  auf 
die  Kugel  übertragen.  Denn  entspricht  in  der  Trans- 
formation der  Ebene  e  einem  Punkte  P'  ein  Punkt  P",  sind 
ferner  P  und  P  die  Projektionen  von  P'  und  P"  auf  die 
Kugel,  so  besteht  auch  zwischen  P  und  P  auf  der  Kugel 
eine  ein-eindeutige  Verwandtschaft.  Diese  Transformationen 
der  Kugel  gewinnen  namentlich  dann  ein  Interesse,  wenn 
die  Punktverwandtschaft  in  der  Ebene  e  durch  eine  Be- 
ziehung zwischen  zwei  komplexen  Variabein  ^'  und  z"  ge- 
geben ist.  Dies  führt  nämlich  zu  der  Auffassung,  eine  kom- 
plexe Variabel  z'  direkt  auf  der  Kugel  zu  deuten.  In  der 
Tat  ist  der  Punkt  P'  der  Ebene  e  der  Repräsentant  des 
komplexen  Wertes  z'  =  x*  -\-  iy' ,  so  können  wir  jetzt  auch 
die  Projektion  P  von  P'  auf  die  Kugel  als  Bild  der  Größe  z^ 
ansehen.  Es  wird  also  dann  jedem  Kugelpunkte  diejenige 
komplexe  Zahl  zugewiesen,  die  bisher  seinem  stereographischen 
Bilde  zugeordnet  war.  Zur  Veranschaulichung  der  Werte 
einer  komplexen  Veränderlichen  hat  die  Kugel  vor  der  Ebene 
den  Vorzug,  geschlossen  zu  sein.  Das  Unendlichferne 
der  Ebene  e,  das  durch  z'  —  oo  bestimmt  wird,  geht  in  den 
Punkt  0  der  Kugel  über. 

Die  Formeln  der  Abbildung. 
124.  Es  ist  nun  aber  nötig,  auch  die  Formeln  aufzu- 
stellen, welche  die  Koordinaten  eines  Punktes  P'  mit  denen 
seines  Bildpunktes  P  auf  der  Kugelfläche  in  Zusammenhang 
bringen.  Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  M  der  Kugel  als 
Anfangspunkt  des  räumlichen  Koordinatensystems,  MA  als 
positive  -Z"- Achse,  während  A  der  Anfangspunkt  für  das 
ebene  Koordinatensystem  sei,  deren  X'-  und  Y'- Achse  die 
Bilder  der  X-  bzw.  F- Achse  sind.  Fig.  50  stelle  den  Schnitt 
mit  irgend  einer  durch  die  Z^- Achse  gehenden  Ebene  vor. 


I 
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Bezeichnen  wir  mit  u  und  v  die  Breite  bzw.  Länge  auf  der 
Kugel,  80  wird  diese  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

IX  =  a»  cosw«  cosv 
y  =  a'  cosM •  sini; 
0  =  a*  sinw 
Ist  weiter  ^'  der  Abstand  AF\  so  gilt  die  Proportion: 

q'      _         2a        _         2 

acosw       a-\-a^mu        1  +  sinw  ' 

also  _ 

,_  2a*G0&u 

^        1  +  sinw 

Für   die  Koordinaten  x%  y^  des  Punktes  P'   erhalten   wii* 
demnach 

,        .  2a*  cosw  •  cost? 

X    =  Q    -C08V  = 


(2) 


y'==  ^'»sinv 


1  -}-  sinw 

2a«  cosw»  sinv 

1  4-  sinw 


Da  aber  sinw  =  — ,   1  +  sinw  = ,    cosw  =  —  Va^  —  z^ , 

so  wird  «  ^  a  ^  V 

/ox        /        2  a                  ,        2  a                  „       .    ,    a  — ^ 
(3)     ir'= — ; Xy      /= — ; y,      p'^  =  Aa^ ; — . 

a4-0  ^       a-i-0   ^  '      ^  a-\-s 

Um  andererseits  die  Koordinaten  x,  y y  z  eines  Punktes  der 
Kugel  durch  x\  y%  q'  auszudrücken,  leiten  wir  aus  der 
letzten  Gleichung  den  Wert  von  z  ab  und  finden: 

4a2-ß'2  ,  8a3 


4a2  4-^'2'  '  -^       4a2-|-^'2' 

so  daß  die  gesuchten  Gleichungen  werden 

x' 


(4) 


4a2 


4a2  +  ^'2 


y  =  4a2.        ^ 


4a2  4-^'2 
4a2-^'2 


2  =  a  .  

4a2  +  ß'2 
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Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  nehmen  folgende  etwas  ein- 
fachere Form  an,  wenn  wir  den  Durchmesser  der  Kugel  der 
Einheit  gleich,  also  2a  =  1  setzen: 

2x 


(5) 


X  = 


r  = 


q''-= 


1  +2^ 

1-2^ 

1  +  2-^ 


(6) 


X  = 


z  = 


1  +  ^'^ 
11- 


2     1+^ 


'2  * 


Zwei  Transformationen  der  Kugel  in  sich. 

125.  Wir  wollen  diese  Formeln  benutzen,  um  zwei 
sehr  bekannte  Verwandtschaften  der  Ebene  auf  die  Kugel 
zu  übertragen. 

Es  sei  zunächst  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien 
gegeben  mit  einem  festen  Kreise  vom  Radius  2  a,  so  daß  also 


(7) 


ic''=4a' 


/'=4a2 


x"^  +  y'2 

y' 


=  Aa' 


=  4a' 


X 

y' 


Jedem  Punkte  P'  der  Ebene  entspricht  ein  Punkt  P'',  und 
die  Bilder  von  P'  bzw.  P''  auf  der  Kugel  seien  P  bzw.  P , 
ihre  Koordinaten  x ,  y,  z  hzw.  XyY,  Z.     Dann  ist 

Aa^'x' 


X=4a2. 


=  X 


4  «2-1-  ^''2  4  «2  4-  ^'2 

Für  Y  finden  wir  die  gleiche  Beziehung,  dagegen  wird 

4a2g^2_  IQgi 

-^'  4a2p'2^16^4  --^• 

Wir  erhalten  folglich 

(8)  X^x,    Y=y,    Z^-z, 

und  diese  Gleichungen  stellen  eine  Spiegelung  an  der 
XF-Ebene,  d.  h.  an  der  Äquatorebene  vor.  Dies  ist  mit- 
hin auf  der  Kugel  das  Bild  der  gewöhnlichen  Inversion. 
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Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Transformation 

(9)  /'=^, 
WO  a  reell  sein  soll.     Es  ist  folglich 

Ganz    in    der  gleichen  Weise   wie   vorher  erhalten  wir  auf 
der  Kugel 

(10)  X  =  x,     Y=^-y,    Z=-z. 

Es  ist  also  bloß  noch  eine  Spiegelung  an  der  ZX- Ebene 
hinzugekommen  im  Einklang  mit  der  schon  früher  (47.)  er- 
örterten Zerlegung  der  Transformation  (9).  Die  beiden 
Spiegelungen  an  den  zueinander  senkrechten  Ebenen  lassen 
sich  aber,  wie  die  Betrachtung  sofort  lehrt,  durch  eine 
Drehung  der  Kugel  um  die  X-Achse  ersetzen  und  zwar 
um  einen  Winkel  von  180^.  In  der  Tat  sind  die  Punkte 
z'  =  +2a  oder  x'  =  ±^2a  die  Koinzidenzpunkte  der  Trans- 
^formation  (9),  und  ihnen  entsprechen  als  feste  Punkte  auf 
der  Kugel  die  Endpunkte  des  in  die  X-Achse  fallenden 
Durchmessers.  Das  Bild  der  Transformation  (9)  auf  der 
Kugel  ist  demnach  eine  Drehung  derselben  um  die  X-Achse 
um  einen  Winkel  von  180^. 

Räumliche  Kollineationen,  welche  die  Kugel  in  sich 
überführen. 

126.  Es  ist  von  Interesse,  auch  die  allgemeinen  Kreis- 
verwandtschaften auf  die  Kugel  zu  übertragen.  Man  kann 
sie  nämlich  über  die  Kugel  hinaus  zu  einer  Raumtransfor- 
mation erweitern  durch  folgende  Überlegung:  Irgend  eine 
Ebene  im  Räume  schneidet  aus  der  Kugel  einen  reellen 
oder  imaginären  Kreis  aus;  wird,  dieser  in  die  Ebene  e  pro- 
jiziert, so  entspricht  ihm  vermöge  der  Kreis  Verwandtschaft 
wieder  ein  Kreis.  Dieser  liefert,  auf  die  Kugel  projiziert, 
abermals  einen  Kreis,  und  die  Ebene  dieses  Kreises  ordnen 
wir  der  ersten  Ebene  zu.  Ob  die  erste  Ebene  die  Kugel 
in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise  schneidet,  macht 
für  die  analytische  Behandlung  keinen  Unterschied.     Dabei 
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brauchen  wir  nicht  die  allgemeinste  Kreisverwandtschaft 
^^  =  (a  0^^ -{-b) / {c  0^^ -\-  d)  in  der  Ebene  £  zu  verwenden,  sondern 
können  uns  auf  die  einfacheren  Transformationen 

(10)  ^'=4,       ^'=A-s'%       ^'=/'+A 

beschränken,  aus  denen  sich  (47.)  die  allgemeine  Ejeis Ver- 
wandtschaft zusammensetzen  läßt.  Wir  wollen  für  die  erste 
dieser  Transformationen  die  Rechnung  durchführen,  für  die 
beiden  andern  die  Resultate  angeben. 

Es  sei  eine  beliebige  Ebene  im  Räume  angenommen: 

(12)  (xx-\-ßy-\'yz-]-ö  =  0. 

Dieselbe  schneidet  aus  der  Kugel  einen  (reellen  oder  ima- 
ginären) Kreis  aus,  für  dessen  stereographisches  Bild  sich 
unter  Benutzung  der  Gleichungen  (4)  ergibt: 

Aa^ocx'-\^ßy')  -\-  ay(4a2  -  ^'2)  +  ^ .  (4a2  +  ^'2)  =  o 

oder 

(Ö  -ay){x'^  -h  y'^)  -j-  4:a^ocx'+ß/)  -\-4:a^ay  +  d)  =  0 ^ 

Als  entsprechenden  Kreis  in  der  Ebene  erhalten  wir  durch 
Anwendung  der  Substitution 

r'— — —  7i'— JL_  rt'2n"2_1 

den  folgenden: 

Aa^ay  +  d)(x''^-{-y''^)-{-^a^'((Xx''-ßy'')  +  (d-ay)^0, 

Er  ist  jetzt  auf  die  Kugel  zu  projizieren  unter  Benutzung 
der  Formeln  (3),  wodurch  wir  finden: 

{d  -  ay)(a  +  Z)^  -{-  Sa^ocX -  ßY){a  ^  Z) 

+  16a^{ay  +  ^)(X2  +  r2)  =  0  . 

Die  Gleichung  der  Kugel 

X^  +  Y^  =  a^  -  Z^  =  {a  -  Z)(a  -i-  Z) 

erlaubt  es  uns,  die  obige  Beziehung  in  eine  lineare  zu  ver- 
wandeln, indem  sie  nach  Unterdrückung  des  Faktors  a-\-Z 
in  die  folgende  übergeht: 

{ö-ay){a-^Z)-{-Sa^oiX-ßY)-\-Ua^{ay-\-ö)(a--Z)==0, 
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Dies  ist  die  Gleichung  der  Ebene  des  entsprechenden  Kreises 
auf  der  Kugel.  Wir  ordnen  dieselbe  nach  den  Größen 
^>  ßy  7  j  ^f  ^^  sie  mit  (12)  zu  vergleichen:  so  ergeben  sich 
die  Transformationsformeln: 


(13) 


Sa^X 


X 


3  = 


a(l  +  16a*)  +  (l-16a4)Z 

8a^r 

a(H-16a*)  +  (l-16a*)^ 
a(l-16a*)  +  (l  +  16a^)Z 


a(l  +  16a*)  +  (l-16a*)^' 
Für  die  beiden  andern  Transformationen 

^'=A/'     und    5f'=^"+A, 
in  denen  die  komplexe  Zahl  die  Form  hat 

A  =  ^  +  *J5, 
leitet  man  ganz  in  der  gleichen  Weise  die  Gleichungen  ab 

2a{AX  —  BY) 


(14) 


sowie 


X  = 


y  = 


3  =  a 


(15) 


a;=4a2. 


«/=4a' 


z= 


a -{■  Z '{' {A^ -{■  B^)(a  -  Z) 

2a(BX-{^AY) 

a-{-Z-\-{A^-\-B^)(a-Z) 
a-{-Z-(A^-\-B^){a-Z) 
a-^Z+{A^-{-B^){a-Z)  ' 

2aX-^A{a-\-Z) 


4:a(AX-{-BY)-\-{4.a'^-\-A^-\-B^){a-YZ)-\-4:a^(a-Z) 

2aY-\-B{a-{-Z) 

4:a{AX-^BY)-{-(4.a^-\-A^-\-B^){a^Z)-\-4.a\a-Z) 
4.a(AX^BY)-\-{A^-\-B^-4.a^)(a-\-Z)-{-4.a^{a-Z) 
4.a(AX-\-BY)-\-(4^a'^-\-A^-^B^)(a-{-Z)^4.a'^\a-Z)' 


Die  Gleichungen  (13),  (14),  (15)  stellen  aber  Kollineationen 
des  Raumes  dar,  welche  natürlich  die  Kugel  in  sich  selbst 
überführen,  folglich  wird  auch  der  allgemeinen  Kreisverwandt- 
schaft in  der  Ebene  eine  solche  kollineare  Beziehung  des 
Raumes  zugeordnet  werden  können.     Umgekehrt  wird  jede 
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kollineare  Raumtransformation,  welche  eine  Kugel  in  sich 
überführt,  durch  Vermittlung  der  stereographischen  Pro- 
jektion in  einer  Tangentialebene  der  Kugel  eine  Kreis- 
verwandtschaft erzeugen. 

Wir  haben  aber  (G.  T.  I.  S.  300  f.)  gesehen,  wie  sich 
die  Geradenscharen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  verhalten 
müssen,  wenn  diese  durch  eine  Kollineation  in  sich  übergeht, 
wobei  nur  zu  beachten,  daß  die  auf  der  Kugel  gelegenen 
imaginären  Geraden  punktiert  sind,  d.  h.  immer  nur  einen 
reellen  Punkt  enthalten.  Um  nun  zu  entscheiden,  welcher 
der  beiden  Fälle  hier  vorliegt,  können  wir  uns  wieder  auf 
die  drei  Verwandtschaften  (11)  beschränken  und  die  Er- 
zeugenden der  Kugel  herausgreifen,  welche  in  der  Tangential- 
ebene Z=a  liegen.  Eine  leichte  Rechnung  zeigt,  doß  di(  se 
Erzeugenden  bei  der  ersten  und  dritten  Transformation  ihre 
entsprechenden  Geraden  nicht  treffen,  während  sie  bei  der 
zweiten  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen.  Folglich 
wird  jede  Regelschar  in  sich  übergeführt,  entsprechend  dem 
Falle  a)  S.  301,  und  das  gleiche  gilt  für  die  aus  der  all- 
gemeinen Kreis  Verwandtschaft  abgeleitete  Kollineation. 

127.  Weitere  Eigenschaften  dieser  kollinearen  Raum- 
transformation ergeben  sich  aus  der  Kreisverwandtschaft. 
Diese  besaß  (vgl.  51.)  zwei  immer  reelle  Koinzidenzpunkte. 
Ihnen  entsprechen  auf  der  Kugel  zwei  Doppelpunkte  M 
und  "N  der  Kollineation.  Ist  a  die  Verbindungslinie  ilf  iV, 
so  entspricht  jedem  Kreise  der  Kugel,  der  durch  Jf  und  N 
geht,  wieder  ein  Kreis  von  der  gleichen  Eigenschaft  oder, 
was  das  gleiche  besagt,  der  Ebenenbüschel  a  geht  projektiv 
in  sich  selbst  über.  Daraus  folgern  wir  weiter,  daß  die 
Tangentialebenen  in  M  und  iV  an  die  Kugel  sich  bzw.  selbst 
entsprechen.  Sie  enthalten  die  imaginären  Doppelgeraden 
der  projektiven  Regelscharen. 

Ist  &  die  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen,  so 
entspricht  sich  auch  die  Punktreihe  6  in  der  Kollineation 
selbst,  und  sie  besitzt  imaginäre  Doppelpunkte,  nämlich  die 
Schnittpunkte  mit  diesen  Doppelgeraden.  Auch  der  Ebenen- 
büschel h  geht  in  sich  selbst  über  und  hat  in  den  Tangential- 
ebenen durch  &  an  die  Kugel  reelle  Doppelelemente.  Seine 
Ebenen  schneiden  auf  der  Kugel  ein  zweites,  zum  ersten 
orthogonales  Kreissystem  aus:  Beide  Kreissysteme  haben 
ihre   Bilder    in    dem    Kreisbüschel    durch   die   Koinzidenz- 
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punkte  und  dem  dazu  orthogonalen.  Die  RaumkoUineation 
hat  vier  Doppelpunkte,  von  denen  zwei  reell  (M,  N)  und 
zwei  (auf  h)  imaginär  sind. 

Es  kann  aber  auch,  was  nicht  bewiesen  werden  soll, 
der  Fall  eintreten,  daß  sich  alle  Ebenen  durch  a  oder  alle 
Ebenen  durch  h  selbst  entsprechen;  dann  ist  die  zugehörige 
Kollineation  eine  axiale  (vgl.  G.  T.  I.  S.  276);  sie  wird  eine 
gescharte,  wenn  beides  eintritt.  Das  letztere  trifft  z.  B.  zu 
bei  der  als  zweites  Beispiel  (S.  233)  betrachteten  Transfor- 
malion, welche  eine  Drehung  der  Kugel  um  180^  um  einen 
Durchmesser  lieferte.  Überhaupt  könnte  man  die  Formeln 
für  die  Drehung  einer  Kugel  um  einen  Durchmesser  oder 
für  die  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  (die  sog.  Eul ersehen  Gleichungen)  aus  diesen  Raum- 
kollin  eationen  ableiten.  Man  vergleiche  darüber  die  Arbeiten 
von  Euler  (1,  2)  und  Cayley  (3,  4),  sowie  die  Darstellung 
in  Lindemanns  Vorlesungen  über  Geometrie,  2.  Bd.,  I.Teil, 
S.  610  und  Burkhardts  schon  auf  S.  98  unten  zitiertes 
Buch,  S.  52. 
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Orthogonale  Kugeln. 
128,   Sind  zwei  Kugeln  gegeben 

(1)  K  ^^{x^  +  y^-{^z^)-\-2iAx  +  By  +  C^)-{-D==0 

(2)  Kl  =  Ai(a;2  +  1/2  +  02)  4.  2(Ä, x-^B,y-\-C,0)  +  D,^O 

und  haben  beide  einen  reellen  Kreis  gemein,  so  kann  man 
den  Winkel  6,  unter  dem  sich  die  beiden  Flächen  durch- 
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setzen,  als  den  Winkel  der  Normalen  leicht  berechnen. 
Man  erhält 

(3)  ^^3g  ^UA  +  BB,  +  CC,)  -  (A A  +  A,D) 

2y^2_|.  j52^(72_  AD  .  ^al  +  ftf  _^  cf  -  A^ D/ 
Der  Zähler  gleich  Null  gesetzt  gibt  in 

(4)  2(^^i  +  J5JBi+CCi)-(AA  +  AiD)  =  0 

die  Bedingung  dafür,  daß  beide  Kugeln  sich  orthogonal 
durchsetzen. 

Schreiben  vsdr  die  Gleichung  der  Kugel  in  der  Form 

(5)  jS:=  ir2  +  2/2  _|_  ^2  _  2(ax  -{-hy  +  c^) -\-p  =  0  , 

so  hat  ihr  Mittelpunkt  die  Koordinaten  a^h^Cy  und  es  wird 

jp  =  «2  _^  2,2  _j_  c2  _  ^2  ^ 

wobei  r  der  ßadius  der  Kugel.  Diese  Größe  p  ist  die 
Potenz  des  Koordinatenanfanges  in  bezug  auf  die  Kugel. 
Die  vier  Größen  a ,  & ,  c,  p  kann  man  nach  dem  Vorgange 
von  Reye  (1)  als  die  Koordinaten  einer  Kugel  bezeichnen. 
Denn  werden  dieselben  irgendwie  angenommen,  so  ist  da- 
durch immer  eine  Kugel  bestimmt.  Dieselbe  kann  natürlich 
auch  imaginär  sein,  wenn  der  Ausdruck 


r  =  ya2  +  fe2_|.c2_^ 

b   man  eine  zweite  Ku 
US  des  Neigungswinkel 

2{aa^  +66i  -\- c c^)  —  {p -V Pi) 


imaginär   ist.     Hat   man  eine  zweite  Kugel  dit  h^,  c^,  p^y 
so  wird  der  Kosinus  des  Neigungswinkels  9 

(6)  cosö  = 


2rr^ 

und  die  Bedingung  für  orthogonales  Schneiden 

(7)  2(aa^  +  hh,  +  cc,)  -  {p  J^ p^)  =  0  . 

Smd  M  und  Mj^    die  Mittelpunkte    dieser   beiden   Kugeln 
und  haben  sie  reelle  Radien  r  und  r^ ,  so  ist 


r^  +  rl  =  mm;  . 

Ist  der  eine  Radius  r^  imaginär  von  der  Form  ig^,  so  geht 
diese  Beziehung  über  in 

r^-Ql  =  MMl, 


§  27.    Die  Kugelgeometrie.  239 

Die  Kugel  vom  gleichen  Mittelpunkte  M^ ,  aber  dem  Radius  q^ 
wird  also  von  der   ersten  Kugel  in  einem  Hauptkreise 
geschnitten.     Diese  Eigenschaft  tritt  an  Stelle  des  ortho- 
gonalen Schnittes,  wenn  die  eine  Kugel  imaginär  ist. 
Sind  n  Kugeln  gegeben  in  der  Form  (5) 

wählen  wir  n  beliebige  Zahlen  \,  Tc^,  . . . ,  hn  und  bilden 
die  lineare  Verbindung 

(8)  ZliK,  =  k,K,+]c,K,+  .,.+KKn  =  0, 

so  stellt  auch  diese  Gleichung  eine  Kugel  vor  mit  den  Ko- 
ordinaten 

(9)  ji^^h^      ß=,^hh       Q^^hCj       p^^J^^ 

Schneidet  die  Kugel  (8)  alle  Kugeln  K^y  K^,  , . »,  Kn  ortho- 
gonal, so  gelten  die  Beziehungen: 

2(aai  +  6&1  4-  cc^)  -  {p  +i?i)  =  0 

2(aa^  +  })\  +  CC2)  -  (p  +i>2)  =  0 

2(aan  +  &&H  +  cc„)  —  (jp +pn)  =  0 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichimgen  der  Reihe  nach  mit 
h^y  Tc^y . .  .,Tcn  und  addieren,  so  ergibt  sich  nach  Division 
mit  Zhi 

und  dies  ist  die  Bedingung  dafür,  daß  die  Kugel  K  die  be- 
liebige Kugel  (8)  orthogonal  schneidet.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  (8)  hat  —  dieselbe  mag  reell  oder  imaginär  sein  —  dem- 
zufolge gleiche  Potenz  in  bezug  auf  alle  Kugeln,  welche  durch 
die  Gleichung  (8)  dargestellt  werden.     Es  folgt  mithin: 

„Trifft  eine  Kugel  n  Kugeln  orthogonal,  so  kommt 
ihr  die  gleiche  Eigenschaft  zu  in  bezug  auf  jede  Kugel, 
deren  Gleichung  eine  lineare  Verbindung  der  ge- 
gebenen Kugelgleichungen  ist,  und  der  Mittelpunkt 
dieser  Kugel  hat  die  gleiche  Potenz  in  bezug  auf 
alle  solche  Kugeln." 


i  a, 

f>i 

Cl       Pl 

«2 

\ 

c,     p. 

a. 

h 

C3       i^8 

«4 

\ 

C4       1^4 

«5 

h 

C5     Ps 
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Die  Orthogonalkugel  zu  vier  Kugeln. 

129.  Bestimmt  ist  eine  Kugel  K,  wenn  sie  vier  ge- 
gebene Kugeln  K^,  K^j  K^y  K^  orthogonal  schneiden  soll. 
Denn  die  vier  ersten  Gleichungen  des  Systems  (10)  liefern 
ein  einziges  Wertsystem  a ,  h ,  c,  p.  Zwischen  den  Ko- 
ordinaten »1 ,  &i ,  q  ,  jpi ,  a^ih^y  c^y  p<i,  . . .,  (^6>hf  ^5y  Ps 
von  fünf  Kugeln,  welche  die  gleiche  Kugel  orthogonal 
treffen,  besteht  die  Beziehung  (vgl.  S.  82) 

1 

1 

1     =0. 

1 

1 

Multiplizieren  wir  in  dieser  Determinante  die  erste  Kolonne 
mit  —2Xf  die  zweite  mit  —2y,  die  dritte  mit  —2^,  die 
fünfte  oder  letzte  mit  x'^  -\-  y'^  -\-  z'^ ,  wo  x  ^  y ,  z  irgend  ein 
Punkt  im  Räume  sein  soll  und  addieren  alle  diese  Kolonnen 
zur  vierten,  so  treten  in  dieser  die  Potenzen  K^,,..^  K^ 
dieses  Punktes  in  bezug  auf  die  fünf  Kugeln  Ki  =  0  auf. 
Wir  entwickeln  ferner  diese  Determinante  nach  den  Gliedern 
der  vierten  Kolonne  und  erhalten,  wenn  mit  MiMjcMiMm 
das  Volumen  des  von  den  Mittelpunkten  Jf,,  Jf^,  Mi,  Mm 
der  Kugeln  Ki,  Kjc,  Ki,  Km  gebildeten  Tetraeders  samt 
seinem  Vorzeichen  bezeichnet  wird, 

K^'M^M^M^M^-K^'M^M^M^M^  +  Ks-MiM^M^M^ 

-K^'M^M,M,M,-^K,'M,M,M,M^  =  0. 

Diese  Relation  besteht  also  zwischen  den  Potenzen  eines 
beliebigen  Punktes  in  bezug  auf  fünf  zur  gleichen  Kugel 
orthogonale  Kugeln.  Liegt  der  Punkt  speziell  auf  der 
Kugel  K^ ,  so  ist  für  ihn  ^^5  =  0 ,  und  die  obige  Beziehung 
geht  über  in  die  folgende 

Zi .  M,M,M^M,  -  K, .  M,M,M,M^  +  Ks^M.M^M^M^ 

-K^^M^M^M^M^^O, 

In  dieser  Form  muß  folglich  die  Gleichung  der  fünften  Kugel 
erscheinen.    Die  Volumina  der  Tetraeder,  welche  der  Mittel- 
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punkt  M^  mit  je  drei  der  vier  Punkte  M^,  Mz,  M^,  M^ 
bestimmt,  kömien  wir  aber  als  Koordinaten  Aj^  ,  ^2  >  ^3  >  \ 
einführen  (G.  T.  I.  36.  S.  56),  indem  wir  setzen 

und  erhalten  dann  für  die  fünfte  Kugel: 

(11)  Jc,K^-\-Jc,K,  +  ]c,K,-{-h,Ki==0. 

Sie  muß  mithin  dem  durch  die  vier  ersten  Kugeln  bestimmten 
System  angehören,  was  sich  von  selbst  versteht;  gleich- 
zeitig aber  haben  wir  für  die  Parameter  Jci  in  der  Gleichung 
dieses  linearen  Systems  eine  elegante  geometrische  Deutung 
gewonnen. 

Die  Kugel,  welche  von  den  fünf  Kugeln  K^, . . .,  K^ 
orthogonal  geschnitten  wird,  ist  die  Orthogonalkugel  oder 
auch  die  Jacobische  Fläche  des  Systems  (11).  Ihre  Glei- 
chung in  den  Koordinaten  hi  läßt  sich  leicht  ableiten.  Denn 
jeder  Punkt  dieser  Orthogonalkugel  kann  als  eine  Punkt- 
kugel aufgefaßt  werden,  und  umgekehrt  muß  jede  Punkt- 
kugel des  Gebüsches  auf  der  Orthogonalkugel  gelegen  sein. 
Wir  haben  also  lediglich  die  Bedingung  dafür  aufzustellen, 
daß  der  Radius  einer  Kugel  des  Gebüsches  (11)  Null  wird. 
Diese  wird  aber 

(2'Ä;.a,)2  +  (2'fcfe,)2  +  {SkiCf  -  IhiSldPi  =  0 
oder 

4-  Shhi .  (2(a,a  +  hh  +  CiCi)  -  {pi  -\-p^)  =  0  . 

Bezeichnen  wir  die  Radien  der  vier  Kugeln  K^,  . » .y  K^ 
mit  r^y  . .  .j  r^,  femer  den  Winkel,  unter  dem  sich  die 
Kugeln  Ki  und  Ki  schneiden,  mit  ö,^,  so  ergibt  sich  unter 
Benutzung  von  Formel  (6)  die  Gleichung 

(12)  2rm-^2'Srirrco^eii'ki'k  =0.     {iyh=  1,2,3,4) 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Orthogonalkugel.  Sie  vereinfacht 
sich  noch  mehr  und  wird 

(13)  r\k\  +  rlhl  +  rlkl  +  All  =  0  , 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL  16 
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wenn  die  vier  Kugeln  Ki  sich  paarweise  stets  orthogonal 
treffen,  also  cosö,/  =  0  ist.  Vier  derartige  Kugeln  kann 
man  sich  in  folgender  Weise  verschaffen:  Zwei  Kugeln, 
etwa  K^  und  Xg ,  werden  orthogonal  angenommen ;  dann  liefert 
jeder  Punkt  ihrer  Potenzebene  den  Mittelpunkt  einer  dritten 
Kugel  K^,  welche  K^  und  K^  orthogonal  trifft.  Die  drei 
Kugeln  KiyK2iK^  endlich  bestimmen  ein  Bündel,  und 
jeder  Punkt  seiner  Potenzachse  kann  als  Mittelpunkt  einer 
Kugel  Kl  genommen  werden ,  welche  K^y  K2 ,  K^  ortho- 
gonal schiieidet. 

Die  einfachsten  Kugelmannigfaltigkeiten. 

130,  Wir  haben  in  115.  gesehen,  daß  eine  Inversion  die 
Kugel  (1)  überführt  in  die  andere: 

jD(:r2  _|_  ^2  _|.  ^2)  ^  2 TciAx  -\- By -{-  Gz)  -\-lc^A  =  0  . 

Dieser  einfache  Satz  gestattet  uns  nun  eine  ganze  Anzahl 
eleganter  Anwendungen.  Zunächst  geht  auch  die  durch  (8) 
dargestellte  Kugel  wieder  in  eine  solche  über,  und  zwar 
wird  diese: 

(^2  4-  «/2  >|_  z^)2:]cip^  —  2k'  {xZaiki  +  yZhih  +  sZctk,) 
und  diese  Gleichung  können  wir  auch  schreiben: 

wobei 

Ki  =  pi(x^  +  2/'  +  ^')  -  2k(aiX  +  hy  +  c,-^)  +  k^h  =  0  . 

Das  lineare  System  wird  also  wieder  in  ein  solches  trans- 
formiert.    Betrachten  wir  jetzt  spezielle  Fälle. 

Benutzen  wir  zwei  Gleichungen  K^=-  Q  und  K2  =  0  y 
so  stellt 

\  -S:i  +  ÄJg  Z2  =  0     oder     K^ -\-  k  K^  =  0 

ein  Kugelbüschel  vor.  Alle  00^  Kugeln  desselben  gehen 
durch  den  reellen  oder  imaginären  Schnittkreis  der  beiden 
Kugeln  Kl  und  Zg .     Die  Ebene  dieses  „Grundkreises"  ist 

Zi  -  Zg  =  0     oder     K^^  K^, 

und  diese  letzte  Form  zeigt  ohne  weiteres,  daß  alle  Punkte 
dieser  Ebene  gleiche  Potenz  in  bezug  auf  K^  und  K2  haben. 
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Nach  dem  Satze  von  128.  haben  diese  Punkte  dann  aber 
gleiche  Potenz  in  bezug  auf  alle  Kugeln  des  Büschels. 
Jeder  Punkt  dieser  Potenzebene  kann  als  Zentrum  einer 
Kugel  dienen,  welche  alle  Kugeln  des  Büschels  ortho- 
gonal trifft. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  des  Büschels  liegen  auf 
einer  Geraden  ^,  der  „Achse"  oder  „Zentralen";  auf  ihr 
schneiden  alle  Kugeln  des  Büschels  eine  Punktinvolution 
aus.  Die  Doppelpunkte  derselben  geben  die  im  Büschel 
enthaltenen  Kugeln  vom  Radius  Null,  die  „Punktkugeln" 
oder  „Grenzpunkte*^  Die  Orthogonalkugeln  des  Büschels 
müssen  auch  diese  Punktkugeln  orthogonal  schneiden,  d.  h. 
sämtlich  durch  sie  hindurchgehen. 

Als  inverses  Bild  des  Büschels  erhalten  wir  wieder  ein 
Büschel;  der  Grundkreis  des  einen  entspricht  dem  Grund- 
kreise des  andern;  der  Potenzebene  des  ersten  Büschels 
entspricht  die  Kugel  des  zweiten  Büschels,  welche  durch 
den  Inversionsmittelpunkt  0  geht;  die  Zentrale  g  des  Büschels 
geht  in  einen  Kreis  über,  welcher,  in  der  Ebene  (Og)  ge- 
legen, alle  Kugeln  des  zweiten  Büschels  orthogonal  schneidet; 
sein  Mittelpunkt  liegt  also  in  der  Potenzebene  des  zweiten 
Büschels. 

Gehen  wir  aus  von  drei  Kugeln  K^,  K2,  K^  und  bilden 

ÄjiTi +  >fe2^2  +  ^3^3  =0     oder     K^ -\- kK^ -\- XK^  =  0  , 

so  erhalten  wir  oo^  Kugeln,  entsprechend  den  beiden  wesent- 
lichen Parametern  x  und  A,  welche  ein  Kugelnetz  oder 
Kugelbündel  bilden.  Die  drei  ursprünglichen  Kugeln 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  den  Punktkugeln  des 
Bündels,  welche  ersichtlich  allen  Kugeln  des  Bündels  ge- 
mein sind.  Die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  des  Bündels  er- 
füllen eine  Ebene,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  (9)  ergibt. 
Je  zwei  der  drei  Kugeln  bestimmen  eine  Potenzebene:  Diese 
drei  Ebenen 

^1-^2  =  0,     ^2-^3  =  0,     ^3-^1=0 

gehen  durch  eine  Gerade  hindurch,  die  „Potenzachse",  welche 
auf  der  Ebene  der  Mittelpunkte  senkrecht  steht.  Jeder 
Punkt  der  Potenzachse  hat  in  bezug  auf  die  drei  Kugeln 
K^,  K^,  Ku  und  nach  dem  in  128.  bewiesenen  Satz  folglich 
in   bezug  auf  alle  Kugeln  des  Bündels  die  gleiche  Potenz 

16* 
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und  liefert  den  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche  alle  Kugeln 
des  Bündels  orthogonal  schneidet.  Das  Bündel  bestimmt 
also  ein  Büschel  orthogonaler  Kugeln,  wie  sich  umgekehrt 
zu  einem  Kugelbüschel  ein  Bündel  orthogonaler  Kugeln  ergab. 

Eine  Inversion  verwandelt  ein  Kugelbündel  und  sein 
orthogonales  Kugelbüschel  wieder  in  zwei  ebensolche  Ge- 
bilde. Die  Potenzachse  a  des  Bündels  geht  in  einen  Kreis 
über,  der  in  der  Ebene  (0  a)  gelegen  alle  Kugeln  des  zweiten 
Büschels  orthogonal  schneidet. 

Bildet  man  endlich  aus  vier  Kugelgleichungen  das  System 

oder 

so  bezeichnet  man  den  Inbegriff  dieser  oo^  Kugeln  als  ein 
„Kugelgebüsch".  Die  Potenzachse,  welche  zu  den  Kugeln 
K^,  K^j  K^  gehört,  schneidet  diejenige,  welche  sich  für  die 
drei  Kugeln  K-^^  K2  y  K^  konstruieren  läßt,  da  beide  in  der 
Potenzebene  K^  —  K^  =  0  liegen.  Der  Schnittpunkt  dieser 
beiden  Potenzlinien  ist  dann  aber  ein  Punkt  gleicher  Potenz 
in  bezug  auf  die  vier  Kugeln  K^ ,  K^ ,  K-^ ,  K^  y  also  auch 
bezüglich  aller  Kugeln  des  Gebüsches.    Es  folgt  mithin: 

Die  Kugeln  eines  Kugelgebüsches  haben  sämtlich 
gleiche  Potenz  in  bezug  auf  einen  Punkt,  den  Potenz- 
punkt, oder  auch:  Sie  schneiden  alle  eine  Kugel 
orthogonal  oder  sämtlich  in  Hauptkreisen. 

Eine  Inversion  führt  ein  Kugelgebüsch  wieder  in  ein 
Kugelgebüsch  über  und  dessen  Orthogonalkugel  in  die  Ortho- 
gonalkugel des  entsprechenden  Gebüsches,  während  natürlich 
die  Potenzpunkte  der  beiden  Gebüsche  sich  in  der  Inversion 
nicht  entsprechen. 

Die  Abbildung  der  Kugeln  des  Bv.   auf  die  Punkte 

eines  JR4 . 

131.  Diese  Betrachtungen  zeigen  eine  gewisse  Ähn- 
lichkeit mit  denen  der  projektiven  Geometrie,  sofern  wir 
an  Stelle  des  Punktes  die  Kugel  und  an  Stelle  einer  kol- 
linearen Abbildung  die  Inversion  treten  lassen.  Da  weiter 
zwei  Kugeln  ein  Kugelbüschel,  drei  Kugeln  ein  Kugelbündel 
bestimmen,  so  würde  dem  Kugelbüschel  die  Gerade,  d.  h.  die 
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Punktreihe  und  dem  Kugelbündel  die  Ebene  oder  das  Punkt- 
feld entsprechen.  Nun  hat  eine  Gerade  mit  einer  Ebene 
einen  Schnittpunkt  gemein,  und  sie  gehört  ganz  der  Ebene 
an,  wenn  sie  zwei  Punkte  der  Ebene  enthält.  Damit  stimmt 
es  dann  überein,  wenn  ein  Kugelbüschel  mit  einem  Kugel- 
bündel im  allgemeinen  eine  Kugel  gemein  hat  und  daß  ein 
Kugelbüschel  ganz  in  einem  Kugelbündel  enthalten  ist,  wenn 
er  zwei  Kugeln  des  Bündels  enthält.  Wie  ferner  zwei 
Ebenen  eine  Schnittgerade  bestimmen,  so  ist  durch  zwei 
Kugelbündel  ein  ihnen  gemeinsamer  Kugelbüschel  festgelegt. 
Zwei  Gerade  haben  im  allgemeinen  keinen  Punkt  gemein; 
schneiden  sie  sich  aber,  so  kann  man  durch  sie  eine  Ebene 
legen.  Analog  sehen  wir,  daß  zwei  Kugelbüschel  im  all- 
gemeinen keine  Kugel  gemein  haben;  ist  dies  aber  der  Fall, 
so  bestimmen  sie  ein  Kugelbündel  usf.  Auf  diese  Weise 
gelangen  wir  dazu,  eine  Geometrie  zu  begründen,  bei  welcher 
als  Kaumelement  die  Kugel  benutzt  wird,  ebenso  wie  in 
der  Liniengeometrie  die  Gerade.  Der  Punkt  ist  dann  auf- 
zufassen als  eine  Kugel  vom  Radius  Null,  d.  h.  als  Null- 
kugel, die  Ebene  als  Kugel  mit  unendlich  großem  Eadius. 
Diese  „Kugelgeometrie'^  wurde  namentlich  von  Lie  (1), 
Reye  (2)  und  Loria  (3)  ausgebaut.  Nun  gibt  es  im  Räume 
oc^  Kugeln.  Wollen  wir  also  eine  Geometrie  durchführen, 
bei  welcher  jeder  Kugel  ein  Punkt  entspricht  und  welche 
als  Veranschaulichung  der  Kugelgeometrie  gelten  kann, 
so  müssen  wir  einen  vierfach  ausgedehnten  Raum  B^^  be- 
nutzen. Dieser  Raum  soll  ein  linearer  sein,  d.  h.  es  soll 
ihm  die  Eigenschaft  zukommen,  die  durch  irgend  zwei  seiner 
Punkte  bestimmte  Gerade  ganz  zu  enthalten.  Man  könnte 
demnach  die  bereits  als  Koordinaten  einer  Kugel  bezeich- 
neten Größen  üjh,  c,p  als  Koordinaten  des  entsprechenden 
Punktes  in  R^  einführen.  Es  empfiehlt  sich  aber,  mit  Loria 
andere  Zahlen  zur  Bestimmung  einer  Kugel  zu  benutzen.  Es 
gilt  nämlich  folgender  Satz: 

Sind  die  Gleichungen  von  fünf  Kugeln  gegeben 

Zi  =  0,     ^2  =  0,     ^3  =  0,     ^4  =  0,     K,=0, 

so  läßt  sich  jede  andere  Kugel  K  =  0  in  der  Form 
darstellen 


(14) 


ilcn 

X^  Kl   +  ^2  ^2   +  ^3  K^+X^K4^+Xr,K^=0. 
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Der  Beweis  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  letzte 
Gleichung  nach  Division  mit  2xi  mit  der  Gleichung  K  =  0 
der  gegebenen  Kugel  vergleicht.  Man  erhält  dadurch  vier  in 
den  Xi  lineare,  homogene  Gleichungen,  aus  denen  die  Ver- 
hältnisse der  Xi  berechnet  werden  können.  Nimmt  man 
umgekehrt  für  die  Xi  irgendwelche  beliebige  Verhältniszahlen, 
so  ist  eine  einzige  Kugel  durch  die  Form  (14)  festgelegt. 
Also  steht  es  uns  frei,  die  fünf  Verhältniszahlen  Xi  als  homo- 
gene Koordinaten  einer  Kugel  aufzufassen,  bezogen  auf  die 
fünf  Kugeln  Ki.  Denken  wir  uns  andererseits  einen  vier- 
dimensionalen  Raum  H^  und  benutzen  die  fünf  Koordinaten  Xi 
dazu,  dessen  Punkte  festzulegen,  so  ist  damit  eine  Abbildung 
der  Kugeln  unseres  Raumes  auf  die  Punkte  des  R^  hergestellt. 
Den  fünf  Kugeln  Ki  entsprechen  fünf  Punkte  in  B^,  die 
wir  als  Koordinatenpentaeder  benutzen  können. 

Die  Gleichung  (14)  einer  Kugel  mit  den  Koordinaten  Xi 
erscheint  dann  in  der  Form 

{x^-{:y'^-{-z'^)Sxi—2  {xSaiXi-\-yZhiXi-\-zZcixi)-[-SpiXi=0 . 

Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  hat  die  Koordinaten 

(15)  A^^,      B=^,      C=4^, 

^  Xi  .^  Xi  ^mJ  Xi 

und  ihr  Radius  ist 

.. ..        .       (2"«,  Xi)^  +  (2"  bi  Xi)^  +  (2:ci  x,)^  -  ZxilpiXi 

(16)  r^  = ^^-^^ . 

Der  Zähler  Rxx  dieses  Ausdrucks  gibt  entwickelt  eine  in 
den  Xi  quadratische  Form  und  man  erhält  als  Koeffizienten 
des  Gliedes  XiXu 

L2  («,•  a*  +  &»•  h  +  Ci  Ck)  —  (pi  -f  Pk) 
oder 

rl+rl-  ((«,  -  a,y  +  {h  -  h?  +  (c,-  -  c,Y)  . 

Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck,  der  in  gleicher  Weise  von 
den  Elementen  der  Kugeln  E^  und  Kk  abhängt,  mit  rik  oder 
r^i,  so  daß  also 

(17)  r,*  =  n,=  r?+  rl  -  {(a, -  a,Y  +  (6, -  hY  +  (c,  -  c,Y)  , 
so  wird 

(18)  Rxx  =  ^r}  xj  +  :Sra  Xi  Xu , 
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wo  für  i  und  k  alle  Kombinationen  der  Zeiger  1 ,  2 ,  . . . ,  5 
zu  nehmen  sind. 

Femer  wollen  wir,  unter  Benutzung  der  Formel  (4)  auf 
S.  238,  die  Bedingung  dafür  anschreiben,  daß  sich  zwei  Kugeln 
mit  den  Koordinaten  Xf  und  i/,  orthogonal  schneiden.  Wir 
erhalten 

2  {2*  a,-  Xi  2  üi  yi  -\-  HhiXiZ  &,•  yi  -{-Sc]  Xt  2  Ci  y,} 

—  {IJxilJpiyt  +  IJyiüpiXi}  =  0 

oder  durch  eine  ganz  ähnliche  Entwicklung 

(19)  B,;^  =  2  Zr^ x,y,  +  Ura x^y,  =  0  . 

Das  Bild  der  Inversion,  Koordinaten- 
transformation im  B^. 

132.  Nachdem  wir  die  Mannigfaltigkeit  der  Kugeln  des  B^ 
auf  die  Punkte  des  B^^  abgebildet  haben,  wird  jede  Trans- 
formation unseres  gewöhnlichen  Raumes,  welche  jede  Kugel 
wieder  in  eine  Kugel  überführt,  als  eine  ein-eindeutige  Punkt- 
transformation des  i?4  erscheinen.  Dies  muß  sich  also  jeden- 
falls zeigen  bei  der  einfachsten  derartigen  Verwandtschaft, 
der  Inversion 

^^)   ^    -  ^2_|.y2_|_^2  >     y    -  ^2_|_^2_|_^2  '     ^    -  ^2^y2^02  > 

In  der  Tat  geht  eine  F.-Kugel  ^  =  0  über   in  die  Kugel 

Ki=Mx'^  +  /^  +  1^'')  -2h{aix'-{-hy'-\-CiZ')  +  A;^  =  0  . 

und  irgend  eine  Kugel 

2xiKi  =  0 
geht  über  in 

K'=SpiXi{x'^^y'^-\-z'^) 

—  2h{SaiXiX'  +  ZhiXiy' -\-  SciXiZ')  +  h^üXi  =  0  , 

und  daraus  erkennen  wir,  daß 

K'=2xiKi, 

Ist  daher  eiue  Kugel  K  gegeben,  welche  in  bezug  auf  die 
fünf  F.-Kugeln  Ki  die  Koordinaten  Xt  hat,  und  gehen  durch 
die  Inversion  (20)  die  Kugeln  K  und  Kt  über  in  K'  und  Ki, 
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so  hat  K'  Id  bezug  auf  das  F.-System  K^  die  gleichen 
Koordinaten  Xi, 

Im  JR4  gedeutet  führt  die  Transformation  durch  reziproke 
Radien  demnach  zu  der  einfachsten  linearen  Transformation 

xl  =  Xi.  {i=  1,  2,  3,  4,  5) 

Es  werden  ganz  wie  bei  der  Kollineation  (G.  T.  I.  65.  144.) 
die  alten  Koordinaten  einfach  in  dem  neuen  Koordinatensystem, 
das  sich  durch  die  Inversion  aus  dem  alten  ergibt,  gedeutet. 
Endlich  wollen  wir  noch  sehen,  wie  sich  die  Formeln 
für  eine  Koordinatentransformation  im  R^  ergeben.  Eine 
Kugel  K  habe  in  bezug  auf  die  F.-Kugeln  Ki  die  Koordi- 
naten Xi.  Wir  wählen  irgend  fünf  andere  Kugeln  Ki  und 
in  bezug  auf  diese  habe  die  gleiche  Kugel  K  idie  Ko- 
ordinaten ii.  Führt  man  die  Bedingungen  ein,  daß  die 
gleiche  Kugel  in  dieser  doppelten  Form  dargestellt  ist,  so 
erhält  man  fünf  lineare  Gleichungen,  in  die  noch  ein  Pro- 
portionalitätsfaktor eingeht.  Durch  Elimination  desselben 
lassen  sich  dann  die  |,  ohne  Schwierigkeit  als  lineare  Funk- 
tionen der  Xi  darstellen. 

Die  Mannigfaltigkeiten  der  Kugelgeometrie. 
133.   Besteht  nun  irgend  eine  Gleichung 

zwischen  den  Xij  so  stellt  diese  im  R^  eine  dreidimensionale 
Fläche  vor,  während  sie  im  gewöhnlichen  Räume  eine  00^- 
faches  System  von  Kugeln  liefert,  das  man  als  „Kugel- 
komplex" bezeichnet.  Betrachten  wir  den  einfachsten  Fall 
einer  linearen  Gleichung 

(21)  a^x^  -j-  «2 :3?2  +  . . .  +  «5  ^5  =  0  , 

wo  die  üi  ganz  beliebige  Zahlen  sein  sollen.  Wir  sind  dann 
imstande,  fünf  Größen  X^,  X^ ,  . .  . ,  X^  aus  folgenden 
linearen  Gleichungssystemen  zu  bestimmen: 

^1  Xi  +  ^12  X2  +  .  .  .  -h  y*i5  X5  =  «1 
^21  ^1  +  ^22  ^2  +  •  •  •   +  ^25  ^5  =  % 

^1  ^1  +  ^52  ^2  +  •  •  •  +  ^5  ^5   =  %  • 
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Multiplizieren  wir  aber  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  ^r^ ,  a?2 ,  . .  .  7  ^5 ,  so  ergibt  sich  nach  (19) 

-Ricx  =  0 , 

d.  h.  jede  Kugel  Xi ,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  (21) 
genügen,  schneidet  die  Kugel  X,-  orthogonal  und  umgekehrt. 
Damit  ist  gezeigt: 

Der  lineare  Kugelkomplex  oder  die  durch  eine 
lineare  Gleichung  repräsentierte  Mannigfaltigkeit  von 
Kugeln  besteht  in  der  Gesamtheit  aller  Kugeln,  welche 
eine  feste  Kugel  orthogonal  schneiden,  d.  h.  in  einem 
Kugelgebüsch. 

Sind  zwei  Gleichungen  in  den  Xi  gegeben 

f(^l>^2f''->  ^5)  =  0  ,      (p(X^  j  X2  f  '  '  ',  x^)  =  0  , 

so  werden  alle  oo^  Kugeln,  deren  Koordinaten  diesen  beiden 
genügen,  eine  „Kugelkongruenz"  bilden.  Ihr  Bild  im  R^^ 
ist  eine  zweidimensionale  Kurve.  Nehmen  wir  zwei  lineare 
Gleichungen,  so  erhalten  wir  dadurch  alle  Kugeln,  welche 
gleichzeitig  zwei  Kugelgebüschen  angehören,  die  also  zwei 
bestimmte  Kugeln  orthogonal  treffen.  Wir  gelangen  demnach 
zu  dem  Kugelbündel  (vgl.  130.). 

EndKch  werden  drei  beliebige  Gleichungen 

ein  cx)i-faches  System  von  Kugeln,  eine  „Kugelschar^^  be- 
stimmen. Für  drei  lineare  Gleichungen  ergeben  sich  alle 
Kugeln,  welche  drei  bestimmte  Kugeln  orthogonal  treffen, 
d.  h.  ein  Kugelbüschel.  Es  zeigt  sich  mithin,  daß  die  schon  in 
130.  besprochenen  Mannigfaltigkeiten  die  einfachsten  Gebilde 
der  Kugelgeometrie  sind,  da  sie  durch  lineare  Gleichungen 
dargestellt  werden.  Sie  heißen  deswegen  auch  die  linearen 
Kugelsysteme. 

Endlich   erhalten  wir  nach  Gleichung  (18)  von  131.  in 

-R»a;  =  0 
die  Bedingung,  welche  zwischen  den  Xi  erfüllt  sein  muß,  wenn 
die  entsprechende  Kugel  den  Radius  Null  hat,  also  eine 
Punktkugel  ist.  Im  R^^  gedeutet,  stellt  sie  aber  eine  drei- 
dimensionale Fläche  zweiter  Ordnung  vor,  der  im  gewöhn- 
lichen Räume  ein  quadratischer  Komplex  entspricht,  bestehend 
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in  der  Gesamtheit  der  Punkte  dieses  Raumes.  Die  Abbildung 
durch  reziproke  Radien  als  Punktverwandtschaft  betrachtet, 
ist  identisch  mit  der  kollinearen  Transformation  dieser  Fläche 
zweiter  Ordnung  des  R^  in  sich,  wie  dies  schon  F.  Klein  (4) 
betont  hat. 
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§  28.    Die  Krümmungslinien. 
Invarianter  Charakter  der  Krümmungslinien. 

134.  Betrachten  wir  irgend  eine  Fläche  und  einen 
Punkt  P  derselben,  dessen  Normale  n  sei,  so  treffen  die 
Normalen  in  den  zu  P  benachbarten  Punkten  der  Fläche 
die  Normalen  n  im  allgemeinen  bekanntlich  nicht.  Nur  zwei 
zu  P  benachbarte  Punkte  P^  und  P^  haben  die  Eigenschaft, 
daß  die  zu  ihnen  gehörigen  Normalen  n^  und  Wg  die  Nor- 
male n  schneiden  in  Punkten,  die  wir  K^  und  K2  nennen 
wollen.  Für  jeden  (nicht  singulären)  Punkt  einer  Fläche 
kann  man  in  dieser  Art  zwei  bestimmte  Richtungen  auf  der 
Fläche  bestimmen,  die,  wie  sich  weiter  zeigt,  üjberdies  auf- 
einander senkrecht  stehen.  Setzt  man  diese  Richtungen  zu 
Kurven  zusammen,  so  erhält  man  zwei  Kurvensysteme  auf 
der  Fläche,  die  sog.  „Krümmungslinien",  welche  sich 
überall  orthogonal  durchschneiden,  und  die  längs  dieser 
Kurven  errichteten  Normalen  bilden  abwickelbare  Flächen. 
Diese  letztere,  die  Krümmungslinien  definierende  Eigenschaft 
wird  nun  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  durch  eine 
Inversion  nicht  zerstört.  Denn  der  Punkt  P  und  seine  Um- 
gebung bilden  sich  durch  eine  Inversion  in  den  Punkt  P' 
der  entsprechenden  Fläche  und  in  dessen  Nachbarschaft 
ab.      Der   Schnittpunkt  N^    ferner    von   n   und   n^    ist   der 
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Mittelpunkt  einer  die  Fläche  in  P  berührenden  Kugel  K^ , 
welche   durch   die   Inversion   in   die  Kugel  ZJ    übergeführt 
wird.     Die  Normalen  n  und  %  gehen  in  Kreise  (n)  und  (w^) 
über,  welche  die  Kugel  Ki  in  P'  und  P(  orthogonal  treffen 
müssen.     Die  Tangenten  an  diese  Kreise  (n)  und  (n^)  gehen 
also  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  K^ ,  und  da  sie  gleich- 
zeitig die  Normalen  der  entsprechenden  Fläche  in  P'  und  P^ 
sind,  so  folgt  der  schon  von  Stubbs  (3)  ausgesprochene  Satz: 
Die    Krümmungslinien    einer   Fläche    gehen    bei 
jeder   Inversion   über   in  die  Krümmungslinien   der 
entsprechenden  Fläche. 
Bei  diesem  Beweise  wurden  folgende  Eigenschaften  der 
Inversion    benutzt:    sie    erhält    die   Winkel   und  führt  jede 
Kugel  wieder  in  eine  Kugel  über.     Nun  läßt  sich  zeigen, 
daß  die  erste  Eigenschaft  schon  aus  der  zweiten  folgt,  daß 
mit   andern   Worten   jede    Transformation,    welche    Kugeln 
immer  wieder  in  Kugeln  überführt,  konform  ist.     Dies  vor- 
ausgesetzt, kann  man  noch  allgemeiner  sagen: 

Jede  Transformation,  welche  Kugeln  wieder  in 
Kugeln  überführt,  transformiert  auch  die  Krümmungs- 
linien einer  Fläche  in  die  Krümmungslinien  der  ent- 
sprechenden Fläche. 

Die  Hüllflächen  einer  Kugel. 

135.  Denken  wir  uns  eine  einfache  Mannigfaltigkeit, 
also  eine  Reihe  von  oo^  Flächen,  welche  irgend  welchen  Be- 
dingungen genügen.  Die  Flächen  selbst  können  ihre  Gestalt 
ändern  oder  auch  ungeändert  bleiben.  Halten  wir  eine 
Fläche  der  Reihe  fest  und  lassen  wir  die  bewegliche 
Fläche  im  einen  oder  andern  Sinne  sich  dieser  festen  Fläche 
nähern.  Wir  wollen  annehmen,  daß  sich  bei  jeder  Art  der 
Annäherung  als  Grenzlage  die  nämliche  Schnittkurve  mit 
der  festen  Fläche  ergibt.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat 
das  System  der  Flächen  eine  Einhüllende  oder  Enveloppe 
und  jede  Fläche  der  Reihe  berührt  diese  Hüllfläche  in  einer 
Kurve,  der  sog.  „Charakteristik^^,  welche  sich  gleichzeitig  als 
die  Schnittkurve  der  herausgegriffenen  Fläche  mit  der  be- 
nachbarten Fläche  der  Reihe  auffassen  läßt. 

Unter  allen  reellen  Flächen  ist  die  Kugel  —  da  ihre 
sämtlichen  Normalen  sich  im  Mittelpunkt  schneiden  —  da- 
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durch  ausgezeichnet,  daß  jede  auf  ihr  gelegene  Kurve  für 
die  Fläche  eine  Krümmungslinie  ist.  Entsteht  nun  eine 
Fläche  als  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kugeln,  so  schneiden 
sich  die  aufeinanderfolgenden  Kugeln  jedenfalls  in  Kreisen, 
und  diese  müssen  für  die  Hüllfläche  Krümmungslinien  sein, 
da  die  Kugel  in  jeder  Lage  längs  der  Charakteristik  die 
Enveloppe  berührt.  Jedes  inverse  Bild  dieser  Hüllfläche 
besitzt  dann  aber  jedenfalls  eine  Schar  von  kreisförmigen 
Krümmungslinien. 

Beschreibt  der  Mittelpunkt  der  veränderlichen  Kugel 
eine  gerade  Linie,  so  umhüllt  die  Kugel  eine  Rotationsfläche, 
deren  Achse  diese  Linie  ist.  Die  Ebenen,  welche  auf  der 
Achse  senkrecht  stehen,  schneiden  aus  der  Fläche  das  eine 
System  kreisförmiger  Krümmungslinien  aus,  die  sog.  Parallel- 
oder Breitenkreise.  Die  Ebenen  durch  die  Achse  liefern 
als  zweites  System  von  Krümmungslinien  die  sog.  Meridiane. 
Es  folgt  also: 

Alle  Hüllflächen  einer  Kugel,  folglich  auch  alle  Ro- 
tationsflächen, sowie  alle  in versen  Bilder  dieser  Flächen 
besitzen  ein  System  kreisförmiger  Krümmungslinien. 

Die  Dupinschen  Zykliden. 

136.  Das  bekannteste  Beispiel  für  Flächen,  welche  als 
Enveloppe  einer  Kugel  entstehen,  sind  die  sog.  Dupinschen 
Zykliden.  Sie  werden  eingehüllt  von  einer  Kugel  Kf  welche 
der  Bedingung  unterworfen  ist,  drei  gegebene  Kugeln  K^ , 
K2 ,  K^  stets  zu  berühren.  Genauer  ausgedrückt,  müssen 
wir  sagen,  daß  wir  vier  Zykliden  durch  diese  Bedingung  er- 
halten, indem  nämlich  alle  derartigen  Kugeln  vier  Reihen 
bilden  und  die  Kugeln  jeder  Reihe  eine  Zyklide  umhüllen. 
Hachette  (1),  ein  Schüler  Monges,  hat  1804  gezeigt,  daß 
der  Mittelpunkt  einer  solchen  Kugel  einen  Kegelschnitt  be- 
schreibt, und  Dupin  (2)  untersuchte  1812  das  Umhüllungs- 
gebilde dieser  Kugel,  das  er  später  als  Zyklide  bezeichnete. 
Die  Transformation  durch  reziproke  Radien  bietet  ein  be- 
quemes Mittel,  diese  Flächen  auf  einfachere  abzubilden.  Es 
sind  dabei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Haben  die  drei  gegebenen  Kugeln  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte gemein,  so  wähle  man  einen  derselben  als  Inversions- 
zentrum, so  daß  die  drei  Kugeln  in  drei  Ebenen  übergehen. 
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Die  variable  Kugel  K  wird  in  eine  andere  transformiert,  welche 
diese  drei  Ebenen  berührt.  Dabei  umhüllt  sie  einen  Rotations- 
kegel, und  die  ursprüngliche  Fläche  ist  das  inverse  Bild 
dieses  Kegels. 

Schneiden  sich  die  drei  Kugeln  dagegen  in  zwei  imagi- 
nären Punkten,  so  ist  deren  Verbindungslinie  wiederum  reell 
und  gibt  die  Potenzlinie  des  durch  die  Kugeln  bestimmten 
Bündels.  Sie  trifft  die  Zentralebene  in  einem  Punkte,  welcher 
als  Mittelpunkt  eines  Kreises  genommen  werden  kann,  der 
alle  Kugeln  des  Bündels  orthogonal  schneidet.  Wählt  man 
das  Zentrum  der  Inversion  auf  diesem  Kreise,  so  geht  er 
in  eine  Gerade  über,  und  alle  Kugeln  des  entsprechenden 
Bündels  müssen  diese  Gerade  orthogonal  treffen.  Folglich 
werden  die  Mittelpunkte  der  Kugeln  dieses  Bündels  sämt- 
lich auf  dieser  Geraden  liegen.  Hat  man  aber  eine  Kugel 
gefunden,  welche  drei  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf  einer 
Geraden  sich  befinden,  berührt,  so  erhält  man  oo^  weitere 
Lagen  für  eine  die  drei  gegebenen  Kugeln  berührende  Kugel, 
wenn  man  diese  Kugel  um  die  Gerade  rotieren  läßt.  Dabei 
beschreibt  die  Kugel  eine  Ringzyklide  oder  eine  sog.  Ring- 
oder Wulstfläche,  und  auf  diese  läßt  sich  im  zweiten  Fall 
die  allgemeine  Zyklide  abbilden. 

Wählen  wir  die  Z- Achse  als  Rotationsachse,  ist  femer 
a  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  rotierenden  Kugel  von 
derselben,  r  ihr  Radius  (Fig.  58  auf  S.  269),  so  wird  die  Glei- 
chung der  Ringfläche 

(^2  4_  ^2  _|_  ^2)2  +  2  (a2  -  r2)  (x^^  +  «/2  +  z^) 
—  4 a^[x^  +  y^)  +  («2  _  r2)2  =  0  . 

Machen  wir  unter  Benutzung  einer  Variabel  u  homogen,  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

(X'^  +  «/^  +  ^^Y  4-  W^  •  <2  («2  -  ^2)  (ic2  +  «/2  +  5^2) 
—  4a2(a;2  ^  y2)  ^  (^2  _  ^2)2^2^  ^  Q  ^ 

aus  der  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daß  der  unendlich  ferne 
Kugelkreis  K^ 

^^  +  2/-  +  ^2  =  0  ,     w  =  0 

eine  Doppelkurve  der  Fläche  ist.  Durch  eine  Inversion 
geht  die  Ringfläche  zunächst  in  eine  Fläche  achter  Ordnung 
über,  welche  K^  noch  zur  vierfachen  Kurve  hat.    Da  aber 


254  VII.  Anwendungen  der  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

der  Kegel  der  Minimalgeraden  aus  dem  Inversionsmittelpunkt 
doppelt  gerechnet  ausscheidet,  so  bleibt  wieder  eine  Fläche 
vierter  Ordnung  übrig,  welche  K^  zur  Doppelkurve  hat. 
Weil  ferner  dem  Rotationskegel  invers  direkt  eine  Fläche 
vierter  Ordnung  entspricht,  welche  K^^  zur  Doppelkurve  hat, 
so  ist  gezeigt: 

Die  Dupin sehen   Zykliden  haben  den  unendlich 
fernen  imaginären  Kugelkreis  zur  Doppelkurve. 

137.  Für  den  ümdrehungskegel  und  für  die  Riagfläche 
lassen  sich  nun  aber  die  Krümmungslinien  ohne  weiteres  an- 
geben. Sie  bestehen  für  den  ersteren  in  den  Erzeugenden 
einerseits  und  den  Parallelkreisen  andererseits.  Ist  nun  >S' 
die  Spitze  des  Kegels,  h  seine  Achse,  0  der  Inversions- 
mittelpunkt, so  gehen  alle  Erzeugenden  durch  die  Inversion 
in  Kreise  über,  welche  den  Punkt  0  und  den  Punkt  S', 
das  Bild  der  Spitze  >S,  gemein  haben.  Aber  auch  die  Parallel- 
kreise verwandeln  sich  durch  die  Inversion  in  Kreise,  deren 
Ebenen  alle  durch  eine  bestimmte  Gerade  hindurchgehen. 
Dies  wird  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen,  daß  alle  Paral- 
lelkreise einem  Kugelbündel  angehören.  Dieser  besteht  aber 
aus  der  Gesamtheit  aller  Kugeln,  welche  ihre  Mittelpunkte 
auf  h  haben.  Dieser  Geraden  h  entspricht  ein  Kreis  in  der 
Ebene  {Oh),  welcher  alle  Kugeln  des  entsprechenden  Bün- 
dels orthogonal  schneiden  muJß.  Also  ist  die  Ebene  [Oh) 
die  Zentralebene  für  dieses  Bündel  und  seine  Potenzlinie, 
durch  welche  die  Ebenen  aller  im  Bündel  enthaltenen  Kreise 
hindurchgehen  müssen,  steht  auf  dieser  Ebene  {Oh)  senk- 
recht, kreuzt  also  die  Linie  OS'  senkrecht. 

Die  Krümmungslinien  einer  Ringfläche  sind  einerseits 
die  Parallelkreise,  andererseits  die  Paare  von  Kreisen,  welche 
die  Ebenen  durch  die  Rotationsachse  ausschneiden. 

Es  ist  nun  wieder  einzusehen,  daß  diese  beiden  Systeme 
von  Kreisen  je  einem  Kugelbündel  angehören.  Wählen  wir 
drei  Lagen  der  rotierenden  Kugel  aus,  so  bestimmen  diese 
ein  Kugelbündel  Ry  dessen  Potenzlinie  die  Rotationsachse  h 
ist.  Diesem  Bündel  gehören  die  Meridiankreise  an.  Der 
zugehörige  Orthogonalbüschel  R  hat  die  Linie  h  zur  Zen- 
tralen. Andererseits  bilden  wiederum  alle  Kugeln,  deren 
Mittelpunkte  auf  h  gelegen  sind,  ein  zweites  Bündel  T,  dem 
alle    Parallelkreise    angehören.      Der    Orthogonalbüschel    T 
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dieses  Bündels  besteht  in  der  Gesamtheit  der  Ebenen  durch 
die  Achse  A,  also  in  dem  Ebenenbüschel  h.  Die  beiden 
Bündel  II  und  T  zeigen  die  besondere  Eigenschaft,  daß 
immer  der  Orthogonalbüschel  des  einen  Bündels  dem  andern 
Bündel  angehört.  Die  auf  der  Zyklide  gelegenen  Kreis- 
systeme aber  gehören  je  dem  einen  Bündel  und  dem  ortho- 
gonalen Büschel  des  andern  Bündels  gleichzeitig  an,  also  zu 
B,  und  T  bzw.  T  und  R .  Durch  eine  Inversion  werden 
nun  diese  Beziehungen  der  beiden  Bündel  nicht  geändert. 
H  geht  über  in  einen  Bündel  R'  und  T  in  einen  Bündel  T\ 
Der  Orthogonalbüschel  von  T'  muß  M^  angehören,  also  liegt 
seine  Achse  in  der  Zentralebene  von  B\  und  aus  den  gleichen 
Gründen  muß  die  Potenzlinie  von  R'  in  der  Zentralebene 
des  Büschels  T'  gelegen  sein.  Durch  diese  Potenzlinien  gehen 
die  Ebenen  der  beiden  Kreissysteme.  Die  Zentralebenen  der 
beiden  Bündel  sind  Symmetrieebenen  der  Fläche.  Es  folgt 
demnach : 

Jede  Dupinsche  Zyklide  besitzt  zwei  Scharen  von 
Kreisen  als  Krümmungslinien;  die  Ebenen  dieser 
Kreise  gehen  je  durch  eine  Gerade  hindurch  und 
diese  beiden  Geraden  kreuzen  sich  senkrecht.  Sie 
liegen  in  zwei  aufeinander  senkrechten  Symmetrie- 
ebenen der  Fläche. 


Die   verschiedenen  Typen   der  Dupin  sehen  Zyklide. 

138.  Wir  wollen  endlich  noch  die  verschiedenen  Formen 
angeben,  welche  die  Dupinsche  Zyklide  annehmen  kann,  in- 
dem wir  mit  Maxwell  (4)  diese  Fläche  aus  dem  Kreiskegel 
oder  aus  der  Ringfläche  durch  Inversion  ableiten.  Voraus- 
zuschicken ist,  daß  jede  Dupinsche  Zyklide  zunächst  zwei 
imaginäre  Knotenpunkte  auf  dem  unendlich  fernen  Kugel- 
kreis besitzt.  Denn  jede  Rotationsfläche  berührt  K^  doppelt 
(vgl.  108.).  Außerdem  besitzen  die  Dupinschen  Zykliden 
aber  immer  noch  zwei  weitere  Knotenpunkte,  die  reell  oder 
imaginär  sein  oder  zusammenfallen  können. 

Buden  wir  nämlich  zunächst  den  Rotationskegel  mit 
der  Spitze  S  und  der  Achse  h  durch  reziproke  Radien  ab, 
so  hat  die  entsprechende  Zyklide  im  Mittelpunkte  0  der 
Inversion  einen  reellen  Knotenpunkt  und  einen  zweiten  in 
dem  Punkte  S'y  welcher  S  entspricht.   Führt  man  die  Ebene  {Oh) 
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als  Zeichenebene  ein,  so  kann  man  sich  auch  konstruktiv 
eine  Vorstellung  von  der  entsprechenden  Zyklide  machen; 
dabei  ist  es  von  Vorteil,  daß  die  auf  der  Zeichenebene  senk- 
rechten Kreise  des  Kegels  wieder  in  Kreise  übergehen,  deren 
Ebenen  auf  der  Zeichenebene  senkrecht  stehen.  Die  ent- 
stehende Fläche  wird  als„Hornzyklide**  bezeichnet  (Fig. 53) 
und  sie  besteht  aus  zwei  gänzlich  getrennten  Mänteln,  die 
in  den  Knotenpunkten  zusammenhängen.  Die  Figur  zeigt 
außerdem  einige  kreisförmige  Krümmungslinien  aus  jedem 
der  beiden  Systeme. 


Fig.  53. 

Gehen  wir  zur  Erzeugung  der  allgemeinen  Dupinschen 
Zyklide  aus  von  einer  Ringfläche,  so  haben  wir  die  drei 
möglichen  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  der  Meridiankreis  die 
Achse  in  zwei  reellen  oder  zwei  imaginären  Punkten 
schneidet  oder  sie  berührt,  also  r^a.  Im  ersten  Falle  hat 
die  Ringfläche  auf  der  Achse  zwei  reelle  Knotenpunkte  und 
ebenso  die  inverse  Fläche  in  den  entsprechenden  Punkten. 
Dieselbe,  die  sog.  Spindelzyklide  (Fig.  54),  besteht  aus  zwei 
ineinanderliegenden  Mänteln,  welche  wieder  in  den  Knoten- 
punkten zusammenhängen.  An  dem  in  der  Figur  wieder- 
gegebenen Modell  ist  von  dem  äußeren  Mantel  der  vierte 
Teil  entfernt,  um  den  innern  Mantel  freizulegen.     Man  be- 
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Fic?.  54. 


Fig.  55. 
Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   II.  17 
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achte,  wie  die  durch  die  Knotenpunkte  gehenden  Kreise  in 
diesen  von  dem  einen  Mantel  auf  den  anderen  übergehen. 
Trifft  der  Meridiankreis  die  Rotationsachse  nicht,  so  er- 
halten wir  als  inverses  Bild  die  „allgemeine  Ringzyklide" 
mit  vier  imaginären  Knotenpunkten  (Fig.  55).  Der  Über- 
gangsfall, wo  die  reellen  Knotenpunkte  zusammenfallen, 
bietet  der  Vorstellung  keine  Schwierigkeiten. 


Fig.  56. 


139.  Zu  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  den  imagi- 
nären Kugeikreis  noch  einfach  enthalten,  den  sog.  „parabo- 
lischen Zykliden",  gelangen  wir  dadurch,  daß  wir  das  In- 
version szentr  um  auf  der  Rotationszyklide  annehmen,  indem 
dann  die  unendlich  ferne  Ebene  ausscheidet.  Hat  die 
Rotationszyklide  zwei  reelle  Knoten,  so  ergibt  sich  der  in 
Fig.  56  dargestellte  Typus.  Durch  das  Inversionszentrum 
geht  ein  Meridian-  und  ein  Parallelkreis.  Diese  gehen  in 
zwei  sich  senkrecht  kreuzende  Gerade  über,  welche  der 
Fläche  angehören.  Die  eine  enthält  die  beiden  Knoten- 
punkte. Jede  Ebene  durch  eine  solche  Gerade  schneidet 
aus  der  Fläche   einen  Kreis   aus,   von   denen   einige  in  der 
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Figur  eingetragen  sind.  Die  zu  diesen  beiden  Geraden 
parallele  Ebene  liefert  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  eine 
Schnittgerade,  die  ebenfalls  der  Fläche  angehört. 

Bilden  wir  dagegen  die  Rotationszyklide  ohne  reelle 
Knotenpunkte  invers  ab,  so  nimmt  die  entsprechende  para- 
bolische Zyklide  die  Gestalt  an,  welche  durch  Fig.  57  ver- 
anschaulicht wird.  Zwei  sich  im  Räume  senkrecht  kreuzende 
Gerade  der  Fläche  ergeben  sich  wie  im  vorigen  Falle.  Die 
Fläche    enthält   aber   noch   zwei   sich    schneidende   Gerade, 


Fig.  57. 

deren  Existenz  durch  folgende  Überlegung  bewiesen  wird. 
Die  Rotationszyklide  mit  imaginären  Knotenpunkten  besitzt 
unendlich  viele  doppelt  berührende  Tangentialebenen.  Denken 
wir  uns  P^ig.  58  auf  S.  269  als  einen  Aufriß  der  Ringfläche, 
so  wird  eine  solche  Ebene  durch  eine  der  gemeinsamen  inneren 
Tangenten  der  beiden  Meridiankreise,  z.  B.  durch  t^  als 
zweite  Spur  dargestellt.  Jede  derartige  Ebene  schneidet 
aus  der  Fläche  aber  wiederum  zwei  Kreise  aus.  In  der 
Tat  muß  der  Schnitt  eine  Kurve  vierter  Ordnung  sein  mit 
vier  Doppelpunkten,  zwei  in  den  Berührungspunkten  und 
zwei  auf  dem  Kugelkreis,  also  zerfällt  die  Schnittkurve  in 
zwei  Kreise.  Alle  derartigen  Ebenen  umhüllen  einen  Kreis- 
kegel und  bestimmen   auf  der  Fläche  eine  weitere  Doppel- 

17* 
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schar  von  Kreisen  derart ;,  daß  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  noch  zwei  Kreise  dieser  Art  gehen.  Diese  beiden 
Kreise  gehören  einer  Kugel  an,  d.  h.  sie  schneiden  sich 
nochmal.  Dies  ergibt  sich,  wenn  wir  durch  den  einen  Kreis 
eine  Kugel  legen,  welche  die  Rotationszyklide  in  dem 
Punkte  berührt.  Diese  Kugel  schneidet  aus  der  Zyklide 
dann  noch  einen  Kreis  aus.  Die  durch  das  Inversions- 
zentrum gehenden  derartigen  Kreise  liefern  die  obigen  Ge- 
raden der  Fläche.  Endlich  folgern  wir  daraus  noch,  daß  auch 
auf  der  allgemeinen  Ringzyklide  eine  solche  weitere  Doppel- 
schar von  Kreisen  gelegen  ist. 

Modelle  dieser  Flächen  können  durch  Martin  Schilling 
(Halle  a.  S.)  bezogen  werden.  Die  vorstehenden  Zeichnungen 
sind  mit  Ausnahme  von  Fig.  55,  die  ein  französisches  Modell 
darstellt,  nach  Photographien  dieser  Modelle  hergestellt. 
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§  29.  Die  anallagmatischen  Flächen  und  die  allgemeinen 

Zykliden. 

Erzeugung  einer  anallagmatischen  Fläche. 

140.  Wir  untersuchen  endlich  noch  die  Flächen,  welche 
durch  eine  Inversion  in  sich  selbst  übergeführt  werden. 
Moutard  (1,  2)  hat  dieselben  als  „anallagmatische"  be- 
zeichnet. Der  Inversionskugel  kommt  diese  Eigenschaft  zu,  da 
sich  jeder  Punkt  derselben  selbst  entspricht;  weiter  aber  sahen 
wir  bereits  (116.),  daß  auch  jede  Kugel,  welche  die  Inversions- 
kugel orthogonal  schneidet,  durch  die  Inversion  in  sich  selbst 
transformiert  wird.  Aus  Kugeln  dieser  Art  lassen  sich  nun 
ganz  allgemein  alle  anallagmatischen  Flächen  ableiten,  in 
dem  der  Satz  gilt: 
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Jede  anallagmatische  Fläche  entsteht  als  Enve- 
loppe  einer  Kugel,  welche  stets  die  Inversionskugel 
orthogonal  schneidet,  während  sich  der  Mittelpunkt 
dieser  Kugel  auf  einer  bestimmten  Fläche  fort- 
bewegt. 

Denn  ist  P  ein  Punkt  einer  solchen  Fläche,  so  gehört 
zunächst  auch  der  ihm  in  der  Inversion  entsprechende 
Punkt  P'  der  gleichen  Fläche  an;  unter  all  den  Kugeln 
aber,  welche  durch  P  und  P'  hindurchgehen,  gibt  es  eine, 
welche  in  P  die  gegebene  Fläche  berührt;  da  aber  der 
Nachbarschaft  von  P  auch  wieder  die  Umgebung  des 
Punktes  P'  entspricht,  so  muß  diese  Kugel  auch  in  P'  die 
anallagmatische  Fläche  berühren.  Läßt  man  P  die  Fläche 
beschreiben,  so  wird  sich  der  Mittelpunkt  dieser  doppelt 
berührenden  Kugel  auf  einer  gewissen  Fläche  bewegen;  alle 
diese  Kugeln  treffen  aber  nach  116.  die  Inversionskugel  ortho- 
gonal, womit  unsere  obige  Behauptung  bewiesen  ist.  Die 
vom  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Kugel  beschriebene 
Fläche  heißt  der  Deferent  (oder  auch  die  Direktrix  oder 
Fokalfläche),  die  Inversionskugel  kurz  die  „Leitkugel*'.  Ist 
eine  anallagmatische  Fläche  von  der  m -Ordnung,  hat  sie  im 
Inversionsmittelpunkt  einen  ^-fachen  Knotenpunkt  und  geht 
sie  durch  den  Kugelkreis  ^-mal  hindurch,  so  müssen  die 
Zahlen  m\  ii' y  v'  für  die  entsprechende  Fläche  die  gleichen 
sein  und  die  drei  Relationen  (1),  (2)  und  (3),  die  wir  in  94. 
im  allgemeinen  Falle  ableiteten,  liefern  die  nämliche  Be- 
ziehung 

Die  Ebene  als  Deferent. 

141.  Den  einfachsten  Fall  erhalten  wir,  wenn  wir  den 
Mittelpunkt  der  erzeugenden  Kugel  eine  Ebene  beschreiben 
lassen.  Dann  gehört  die  Kugel  stets  einem  Bündel  an. 
Die  Potenzachse  des  Bündels  enthält  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  des  zugehörigen  Orthogonalbüschels.  Die  Leitkugel 
und  die  Ebene  sind  zwei  Individuen  dieses  Büschels,  der 
also  durch  den  reellen  oder  imaginären  Schnittkreis  der 
Ebene  und  der  Leitkugel  geht.  Die  Punktkugeln  dieses 
Büschels  liefern  zwei  Punkte  G^  und  G<^ ,  durch  welche  alle 
Kugeln  des  Büschels  hindurchgehen.    Sie  liegen  symmetrisch 
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zur  Ebene  und  trennen  die  Inversion skugel  harmonisch. 
Reell  existieren  sie,  wenn  die  gegebene  Ebene  die  Leitkugel 
nicht  schneidet,  und  sie  bilden  dann  die  Enveloppe  dieses 
Kugelbündels  (vgl.  Fig.  30  auf  S.  80). 

Ziehen  wir  in  der  Ebene  eine  Gerade  g  und  kssen  den 
Mittelpunkt  der  variabeln  Kugel  auf  ihr  sich  fortbewegen, 
während  sie  wieder  gleichzeitig  die  weiter  gegebene  Leit- 
kugel orthogonal  schneidet,  so  beschreibt  diese  Kugel  noch 
ein  Büschel.  Der  Grundkreis  desselben  liegt  in  der  Ebene, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Leitkugel  normal  zur 
Geraden  g  geht.  Denn  diese  ist  die  einzige  in  dem  Büschel 
enthaltene  Ebene.  Der  Grundkreis  ist  reell,  wenn  die  Ge- 
rade g  die  Leitkugel  nicht  trifft. 

Diese  Betrachtung  können  wir  benutzen,  um  einzelne 
Punkte  einer  anallagmatischen  Fläche  zu  ermitteln.  Denn 
ist  irgend  eine  Fläche  cp  als  Deferent  gegeben  und  be- 
trachten wir  eine  Tangentialebene  n  derselben,  welche  in 
P  berühren  möge,  so  gehören  alle  zu  P  benachbarten 
Punkte  von  n  der  Fläche  cp  an.  Die  zu  P  und  seinen 
Nachbarpunkten  gehörigen  Kugeln  sind  demnach  Bestand- 
teile des  Kugelbündels,  welches  die  Ebene  n  bestimmt,  d.  h. 
sie  gehen  alle  durch  die  Punktkugeln  des  Büschels,  welches 
n  mit  der  Leitkugel  bestimmt.  Dies  sind  also  die  Be- 
rührungspunkte der  zu  P  gehörigen  Kugel  (P)  mit  der  er- 
zeugten Fläche.  Die  erzeugende  Kugel  berührt  folglich  die 
Enveloppe  in  jeder  Lage  doppelt. 

Der  Deferent  wird  ferner  die  Leitkugel  in  einer  ge- 
wissen Kurve  schneiden:  jeder  Punkt  derselben  kann  als 
eine  Kugel  vom  Radius  Null  angesehen  werden,  welche  die 
Enveloppe  doppelt  berührt,  d.  h.  als  ein  Fokalpunkt  (vgl.  109.), 
die  ganze  Schnittlinie  von  cp  mit  der  Leitkugel  ist  also  eine 
Fokalkurve  für  die  erzeugte  Fläche.  Zusammenfassend  können 
wir  demnach  bemerken: 

Die  beiden  Punkte,  in  denen  die  erzeugende 
Kugel  (P)  einer  anallagmatischen  Fläche  in  irgend 
einer  Lage  diese  letztere  berührt,  ergeben  sich  als 
die  Grenzpunkte  des  Kugelbüschels,  welches  die 
Tangentialebene  an  den  Deferenten  im  Mittel- 
punkte P  dieser  Kugel  mit  der  Leitkugel  bestimmt. 
Die  anallagmatische  Fläche  ist  auch  der  geome- 
trische   Ort    der    Grenzpunkte    in    den    sämtlichen 
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Kngelbüscheln ,  welche  sich  aus  den  Tangential- 
ebenen des  Deferenten  in  dieser  Weise  ableiten 
lassen.  Die  Schnittlinie  des  Deferenten  mit  der 
Leitkugel  ist  eine  Fokalkurve  für  die  anallagma- 
tische  Fläche. 


Die  allgemeinen  Zykliden  vierter  und  dritter 
Ordnung. 

142.  Zu  einer  wirklichen  Hüllfläche  gelangen  wir 
demnach  erst,  wenn  wir  als  Deferenten  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  wählen.  Die  auf  diese  xVrt  entstehenden  anallag- 
matischen Flächen  vierter  Ordnung  haben  Casey  (3)  und 
Darboux  (4)  in  ihren  grundlegenden  Untersuchungen  als 
allgemeine  „Zykliden"  bezeichnet. 

Wir  gehen  aus  von  vier  Kugeln 

Ki  =  x^^y^-\-z^-2{aiX-^h,y-^Ci3)-{-pi=0     (i=l,2,3,4) 

und  bilden  aus  ihnen  das  Kugelgebüsch 

\K^  +  ^2^2  +  hK^  +  Ä;,Z,  =  0  . 

Als  Leitkugel  führen  wir  die  Kugel  ein,  welche  die  sämt- 
lichen Kugeln  dieses  Gebüsches  orthogonal  schneidet.  Die 
Größen  Ä;,  können  wir  dann  als  homogene  Koordinaten  eines 
Punktes  deuten  in  bezug  auf  das  Tetraeder  M^  Mg  M^  M^ 
der  Mittelpunkte  der  vier  gegebenen  Kugeln  (129.).  Bezeichnen 

h     k     h 
wir  die  Verhältnisse  ^^  -^f  ^  bzw.  mit  i ,  rj ,  C  y  so  wird 

«^4      «'4      n^4 

das  Kugelgebüsch  gegeben  durch  die  Gleichung 

(1)  F=  ^K,  -{-rjK,  +  CK,+K,  =  0, 

während  wir  die  Gleichung  des  Deferenten  in  der  Form 
annehmen 

(2)  <p  =  a,iP  +  a,^rj^  +  as,C'  -{-2a^,^ri  +  ...  +  «,,  =  0  . 

Es  ist  also  jetzt  die  Enveloppe  von  (1)  zu  bestimmen,  wenn 
zwischen  den  Parametern  |,  ?/,  C  die  Gleichung  (2)  besteht. 
Denken  wir  uns  vermöge  der  Beziehung  (2)  ;  als  Funktion 
von  ^  und  rj  ausgedrückt,  so  hätten  wir  nach  der  all- 
gemeinen  Vorschrift   für   die    Bildung  der   Enveloppe    die 
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Größen  ^  und  ri  aus  den  Gleichunojen  -—^  =  0,  -r^  ==  0  und 
aus  (1)  zu  eliminieren.    Statt  dessen  bilden  wir  in  unserem  Falle : 

ei  "^  ec '  e^ 

Andererseits  ist  aber 

Daraus  folgt  durch  Elimination  von  ^—r 

Ganz  ebenso  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  t] 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  lassen  sich  aber  ersetzen  durch 
die  folgenden: 

BF  ^  d(p       dF  ^  dg?       OF  ^  dcp 

^^  e^ '  d}~  ~  'Tri '  d^' ~  "eZ '  Je ' 

Wir  haben  also  aus  (1),  (2)  und  den  zwei  Gleichungen  (5) 
die  Parameter  ^ ,  f] ,  C  zu  eliminieren,  um  die  Enveloppe  zu 
erhalten. 

Im  vorliegenden  Falle  werden  die  Gleichungen  (5)   die 
folgenden : 

^ ^ ^2 

%1  ^  +  «12  »?  +  «13  t  +  «14  «21  1^  4-  «22  »?  +  «28  C  +  «24 


«31  1  +  «32  ^  +  «33  C  +  «34 

Bezeichnen   wir   den   gemeinsamen  Wert  dieser  Quotienten 
mit  -y,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form  an: 

«11  ^  +  «12  ^?  +  «13 1  +  «14  —  A  iTi  =  0 

(6)  agi  I  +  «22  1]  +  «23  t  H-  «24  —  -^  ^2  =  0 

«31  1  +  «32  »y  +  «38  t  +  «31  —  A  Zg  =  0  . 
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Um  aber  weiter  aii  Stelle  der  BediDgung  (2)  eine  lineare 
GleicliuDg  einzuführen,  multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (6) 
der  Reihe  nach  mit  |,  ?;,  C  und  gewinnen  daraus  unter  Be- 
nutzung von  (2)  und  (1)  die  neue  Beziehung: 

C^)  «41  ^  +  «42  ^  +  «43  C  +  «44  -  ^  ^4  =  0  . 

Aus  den  Gleichungen  (6),  (7)  und  (1)  aber  können  wir  nun 
i  y  rj ,  C  t  ^^  eliminieren  uud  bekommen 


(8) 


«11 

«12 

«13 

«14 

K, 

«21 

«22 

«23 

«24 

K, 

«31 

«32 

«33 

«34 

K, 

«41 

«42 

«43 

«44 

K, 

K, 

K, 

K, 

K, 

0 

=  0 


Bezeichnet  man  die  Unterdeterminante  von  au  mit  (Ka,  so 
läßt  sich  diese  Gleichuug  auch  schreiben 

2(KaKiKk  =  0      (i,  Je  =^  1 ,  2 ,  3,  4) 

oder  auch  als  das  symbolische  Quadrat 

Die  Fläche  ist  also  von  der  vierten  Ordnung.  Aus  der 
Form  der  Ki  folgt  aber  weiter  sofort,  daß  diese  Gleichung 
in  den  Xy  y ^  z  geschrieben  folgende  Gestalt  annimmt: 

a{x'^  +  2/'  +  ^')'  +  (^'  +  ^2  +  ^2)  •  Xi  +  4  =  0  , 

wobei  a  ein  Zahlenkoeffizient,  während  L^  ein  linearer,  L^ 

ein   quadratischer  Ausdruck  in   den  x,  «/ ,  z .     Machen  wir 

vermittels  einer  vierten  Variabein  u  homogen,  so  ergibt  sich 

a(a;2  +  «/2  -f.  ^2)2  _|_  (^2  j^  y2  ^  ^2) ,  L^u -\- L^u^  =  0 

und  daraus  erkennt  man  nach  bekannten  Regeln,  daß  der 
unendlich  ferne  Kugelkreis 

x^-\-iß-^  z'^  =  0,    u^O 

eine  Doppelkurve  für  die  Fläche  ist. 

Die  Form  (8)  endlich  zeigt  uns  noch  folgendes: 
Nennen  wir  ^1 ,  I2  >  ^3  >  ^4  ^^^  Koordinaten  einer  Ebene  in 
bezug  auf  das  F. -Tetraeder  M^M^M^M^,  so  erhält 
man  die   Gleichung  des  Deferenten   in  Ebenenkoordinaten, 
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wenn  man  die  Ki  durch  die  ^,-  ersetzt.  Man  kann  also 
immer  aus  der  einen  Gleichung  die  andere  ableiten. 

Durch  Angabe  des  Deferenten  und  der  Leitkugel  ist 
die  Zyklide  vierter  Ordnung  bestimmt:  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  hängt  ab  von  neun,  die  Leitkugel  von  vier  wesent- 
lichen Konstanten;  folglich  enthält  die  Gleichung  der  Zyklide 
vierter  Ordnung  dreizehn  wesentliche  Konstante. 

Ist  der  Deferent  keine  Mittelpunktsfläche,  sondern  ein 
Paraboloid,  so  berührt  er  die  unendlich  ferne  Ebene. 
Gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiter 
Klasse,  welche  die  vier  Flächen  des  F.-Tetraeders  berührt, 
so  muß  deren  Gleichung  sein 

(9)  %2  ^1  ^2  +  «13  ^1  ^3  +    •  •  •    +  «34  ^3  ^4  =  0  . 

Werden  aber  die  Punktkoordinaten  als  die  Volumina  der 
Pyramiden  definiert,  welche  der  betreffende  Punkt  mit  den 
Flächen  des  F.-Tetraeders  bildet,  so  ist  die  Einheitsebene 
die  unendlich  ferne  Ebene  (G.  T.  L  36.)  und  ihre  Glei- 
chung wird 

)fcl    +   ^^2    +  Äjg    +  ^'4   =   0   . 

Soll  diese  von  der  obigen  Fläche  zweiter  Klasse  berührt 
werden,  so  muß  also  sein 

(10)  «12  +  «13  +    •  •  •    +  «84  =  0  . 

Nehmen  wir  nun  (9)  als  Deferenten,  so  wird  nach  der  eben 
bewiesenen  Regel  die  zugehörige  Zyklide 

«12  -^1  -^2  +  «13  -^1  -^3  +    •  •  •    +  «34  -^3  K^  =  0  . 

Entwickeln  wir  diese  Gleichung,  so  ist  der  Koeffizient  von 
(a;2  -|-  ^2  _|_  ^2j2  ^\q  obige  Summe  (10),  so  daß  dieses  Glied 
verschwindet  und  die  Gleichung  in  die  folgende  übergeht 

wo  L^  und  Lg  Funktionen  vom  ersten  bzw.  zweiten  Grade. 
Wir  erhalten  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  die  allgemeine 
parabolische  Zyklide,  welche  den  Kugelkreis  noch  einfach 
enthält.     Das  Gesamtergebnis  ist  also  folgendes: 

„Die  anallagmatische  Fläche  mit  einer  Mittelpunkts- 
fläche zweiter  Ordnung  als  Deferenten,  die  allgemeine 
Zyklide,  ist  von  der  vierten  Ordnung  und  hat  den 
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Kugelkreis  zur  Doppelkurve;  ihre  Gleichung  kann 
als  eine  homogene,  quadratische  Funktion  von  vier 
beliebigen  Kugelgleichungen  geschrieben  werden. 
Ersetzt  mau  die  Ausdrücke  für  die  Kugeln  durch 
die  Ebenenkoordinaten,  so  erhält  man  die  Gleichung 
des  Deferenten  in  Ebenenkoordinaten,  bezogen  auf 
das  Tetraeder  der  vier  Kugelmittelpunkte.  Um- 
gekehrt kann  man  aus  der  Gleichung  des  Deferenten 
die  der  Zyklide  ableiten,  wenn  man  die  |,-  durch 
die  Ki  ersetzt.  Die  Zyklide  hängt  ab  von  13  will- 
kürlichen Konstanten.  Ist  der  Deferent  ein  Para- 
boloid,  so  wird  die  zugehörige  Zyklide  von  der 
dritten  Ordnung  und  sie  hat  den  Kugelkreis  noch 
zur  einfachen  Kurve." 

Gehen  die  vier  Kugeln  Kt  durch  einen  Punkt,  so  gilt 
das  gleiche  von  allen  Kugeln  des  aus  ihnen  gebildeten  Ge- 
büsches. Die  entstehende  Zyklide  geht  über  in  die  Fuß- 
piinktfläche  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  (vgl.  S.  89). 

Einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung  entspricht  in 
einer  Inversion  eine  Zyklide  mit  einem  Knotenpunkt  im 
Inversionsmittelpunkt.  Die  weiteren  speziellen  Fälle  sind 
bereits  118.  erwähnt. 


Der  Spezialfall  der  Dupinschen  Zykliden. 

143,  Es  mag  hier  gleich  der  Grenzfall  erwähnt  werden, 
der  sich  ergibt,  wenn  der  Mittelpunkt  der  erzeugenden 
Kugel  sich  statt  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf 
einem  Kegelschnitt  bewegt.  Gehen  wir  nun  aus  von  drei 
Kugeln  Ki  =  0  (i  =  1 ,  2 ,  3)  und  bilden  aus  ihnen  den 
Bündel 

Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  desselben  erfüllen  die  Ebene 
Ml  M^  Mg .  Die  Parameter  ki  können  wieder  als  Flächen- 
koordinaten in  bezug  auf  das  F.-Dreieck  M^  M^  M^  gedeutet 

Je  Je 

werden.     Setzen  wir  ~  =  ^ ,  -^  =  ^,  so  haben  wir  die  En- 

veloppe  der  Kugel 
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zu  bestimmen,  wenn  zwischen  den  |  und  rj  eine  Beziehung 
besteht 

welche  den  in  der  Ebene  M^  M^  M^  gelegenen  Kegel- 
schnitt darstellt.  Durch  Wiederholung  der  soeben  durch- 
geführten Betrachtung  oder  auch  auf  Grund  der  schon  in  42. 
gegebenen  Ableitung  finden  wir  für  diese  Enveloppe  die  Glei- 
chung 

%1      (^\2      %3      -^1    I 
21  92  23        -^^'> 


%1        ^32        %3        ^^ 


0 


oder 

die  auch  symbolisch 


^1       Zo      ^3      0 

2(XaKiKn  =  0  ,  (i,  ^  =  1 ,  2 ,  3) 


geschrieben  werden  kann.  Auch  diese  Fläche  ist  von  der 
vierten  Ordnung  und  hat  den  Kugelkreis  zur  Doppelkurve. 
Dagegen  hat  sie,  im  Unterschied  zu  den  allgemeinen  Zykliden, 
die  beiden  Punkte,  welche  den  drei  Kugeln  Ki  =  0  gemein- 
sam sind,  zu  Knotenpunkten,  wie  aus  der  Form  der  Glei- 
chung ohne  weiteres  zu  ersehen  ist. 

Diese  Flächen  sind  identisch  mit  den  schon  behandelten 
Dupinschen  Zykliden  (vgl.  136.),  die  wir  durch  Inversion  aus 
der  Ringfläche  und  dem  Umdrehungskegel  ableiteten.  Um 
dies  zu  beweisen,  sehen  wir  zunächst  zu,  wie  sich  die  Ring- 
fläche in  der  soeben  erwähnten  Art  erzeugen  läßt.  Ist  g 
die  Rotationsachse  der  Ringfläche  und  wählen  wir  auf  ihr 
beliebig  einen  Punkt  G  als  Zentrum  eines  Kreises,  der  die 
in  irgend  einem  Meridian  liegenden  Kreise  orthogonal 
schneidet  (Figj.  58),  so  beschreibt  dieser  Kreis  bei  der  Ro- 
tation eine  Kugel  und  die  Ringfläche  wird  auch  erzeugt, 
indem  man  eine  Kugel  vom  gleichen  Radius  r  wie  der  er- 
zeugende Kreis  sich  so  bewegen  läßt,  daß  ihr  Mittelpunkt 
den  Kreis  mit  dem  Radius  a  und  dem  Mittelpunkt  N  be- 
schreibt, während  sie  die  obige  Kugel  stets  orthogonal 
schneidet.    Es  ist  also  der  Def erent  für  die  Ringfläche  ein  Kreis. 
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Wählen  wir  nun  irgendwo  ein  Zentrum  0  einer  Inversion, 
legen  durch  0  parallel  zur  Rotationsachse  g  die  Z-Achse, 
die  X-Achse  durch  0  senkrecht  zu  g ,  die  F- Achse  durch 
0  senkrecht  zur  Ebene  (Og)  und  hat  der  Punkt  N  die  Ko- 
ordinaten oc ,  y,  so  ist  der  Deferentenkreis  gegeben  durch  die 
Gleichungen 

(x  —  (xy  -{•  y'^  ==  a^ ,     0  =  y . 

Eine  Kugel  vom  Radius  r 


wobei 


^2  _j_  ^2  _|_  02  _  r2  , 


Fig.  58. 

ist  in  der  die  Ringfläche  erzeugenden  Reihe  enthalten,  wenn 
ihr  Mittelpunkt  auf  dem  Deferentenkreis  liegt,  wenn  also 

oder 

(11)  A'  +  B^  =  a^-oc'^  +  2aÄ 

und  außerdem 

C  =  y. 

Die  obige  Kugel  geht  durch  die  Inversion  über  in  die  andere 

P(x2  -^  tf  -^  z^)  -  2k{Äx  +  Btj  +  Cz)  +  k^  =  0 
und  ihr  Mittelpunkt  hat  die  Koordinaten 


x  = 


kA 


y 


kB 


ky 
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Es  ist  nun 

P=  A^  -\-B-'-{-C-'  -  r2  =  a'-  -  a'^  -  r'  -\- 2  a  Ä 
oder 

wobei 

Demnach  nehmen  x^  y ,  z  die  Werte  an 

_  __^_        _     ^^        .  -     ^y 

Da  aber  zwischen  A  und  B  die  obige  Gleichung  (11)  besteht, 
so  stellen  diese  Gleichungen  einen  Kegelschnitt  vor  und  er 
ist  der  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kugeln. 
13er  Radius  B  der  Kugel  ist  gegeben  durch 


P2  P-^2(xA 

Dieser  Kegelschnitt  ist  also  der  Deferent  für  eine  Kugel, 
welche  die  der  Kugel  [G)  entsprechende  stets  orthogonal 
schneidet,  und  damit  ist  die  obige  Erzeugung  der  Fläche 
nachgewiesen.  Wir  sehen  auch,  daß  es  bei  den  Dupinschen 
Zykliden  nicht  bloß  eine  Leitkugel  gibt,  sondern  unendlich 
viele,  welche  ein  Büschel  bilden. 

Die   unendlich   fernen   Punkte    des   Kegelschnitts    ent- 
sprechen den  Werten  von  Ay  welche  sich  aus 

P-\-2(xA  =  0 

ergeben.  Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel,  wenn  in  der 
Reihe  der  Kugeln,  welche  die  Ringfläche  erzeugen,  zwei 
vorhanden  sind,  die  durch  den  Koordinatenanfang  0  gehen. 
Diese  werden  nämlich  dann  in  Ebenen  übergeführt,  d.  h.  in 
Kugeln  von  unendlich  großem  Radius  und  mit  unendlich 
fernem  Mittelpunkt.  Das  tritt  ein,  wenn  0  im  Innern  der 
Ringfläche  gelegen  ist.  Liegt  0  außerhalb  der  Ringfläche, 
so  ist  der  Deferent  eine  Ellipse.  Geht  die  Ringfläche  durch 
0  hindurch,  so  hat  der  Deferent  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  ist  also  eine  Parabel  und  die  Zyklide  ist  (vgl.  139.) 
eine  parabolische. 

144.     Haben  wir  endlich  im    speziellsten  Falle   einen 
Umdrehungskegel,    dessen    Achse    g    wieder    parallel    zur 
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Z- Achse  in  der  XZ-Khene  gelegen  sei,  und  sind  pc ,  y  die 
Koordinaten  der  Spitze  des  Kegels,  während  d  der  Offnungs- 
winkel  desselben,  so  kann  der  Kegel  durch  eine  Kugel  er- 
zeugt werden,  deren  Mittelpunkt  sich  auf  der  Achse  des 
Kegels  fortbewegt.  Hat  in  irgend  einer  Lage  der  Mittel- 
punkt einer  solchen  Kugel  die  Koordinaten  a ,  c ,  so  ist  ihr 
Radius  B  gegeben  durch 

R  =  (y  —  c)'Smd  . 

Die  Kugel  schneidet  jede  durch  g  gehende  Ebene  ortho- 
gonal. Die  Gleichung  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  (X ,  c 
wird  also 

x^  +  y^  -{-  0^  —  2  oc X  —  2c8 -}-  oc^  -\-  c^  —  {y  —  cY  '  sin^ö  =  0  . 

Ihr  entspricht  in  einer  Inversion  die  andere  Kugel 

[(x^-\-c^-{y  —  cy6m^d]{x^+y^+0^)  —  2k{(XX'\-c0)-\-h^^  =  O 

und  ihr  Mittelpunkt  hat  die  Koordinaten 

h(x  ^  kc 


a2+c2-(7-c)2sin2^ '     ^        '  a^+c^-(y-cysm^d' 

Für  c  als  variabeln  Parameter  erfüllen  diese  Mittelpunkte 
wieder  einen  Kegelschnitt  in  der  XZ-Ebene.  Derselbe  geht 
in  diesem  besonderen  Falle  allerdings  durch  den  Koordinaten- 
anfang und  durch  den  Punkt,  welcher  der  Kegelspitze  ent- 
spricht, also  durch  die  beiden  reellen  Knotenpunkte  der 
Fläche.  Der  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  g  wird  in  einen 
Kugelbüschel  transformiert  und  jede  Kugel  desselben  kann 
als  Leitkugel  benutzt  werden.     Es  hat  sich  mithin  gezeigt: 

Die  Dupinschen  Zykliden  haben  als  Deferenten 
einen  Kegelschnitt,  der  für  die  parabolische  Zyklide 
eine  Parabel  ist.    Die  Leitkugeln  bilden  ein  Büschel. 

Kreissysteme    auf   der   Zyklide,    Doppeltangential- 
ebenen. 

145.  Kehren  wir  wieder  zurück  zu  der  allgemeinen 
Zyklide,  deren  Deferent  eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung ist.  Wir  wollen  annehmen,  dieselbe  sei  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid.  Durch  einen  Punkt  P  derselben 
gehen  in  der  Tangentialebene  zwei  Erzeugende  g  und  h  der- 
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selben.  Lassen  wir  den  Mittelpunkt  der  erzeugenden  Kugel 
auf*  g  und  h  fortrücken,  so  bilden  die  entsprechenden 
Kugeln  je  ein  Büschel  nach  141.  und  die  Grundkreise  Kg 
und  Kh  beider  Büschel  liegen  auf  der  Zyklide.  Da  beide 
Kreise  dem  Kugelbündel  angehören,  welches  die  Tangential- 
ebene bestimmt,  so  müssen  K^  und  Kh  die  Leitkugel  ortho- 
gonal schneiden  und  ihre  Ebenen  gehen  durch  deren  Mittel- 
punkt. Die  zum  Punkte  P  gehörige  erzeugende  Kugel 
enthält  diese  beiden  Kreise  und  die  Berührungspunkte 
dieser  Kugel  mit  der  Zyklide  sind  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise.  Dieselben  liegen  nach  141.  auf  der  Senk- 
rechten, welche  vom  Mittelpunkte  0  auf  die  Tangentialebene 
gefällt  werden  kann. 

Der  Schnitt  der  Kugel  (P)  mit  der  Zyklide  ist  im 
ganzen  eine  Kurve  achter  Ordnung.  Da  aber  durch  den 
Kugelkreis  die  Kugel  einfach,  die  Zyklide  zweimal  hin- 
durchgeht, so  bleibt  außer  dem  Kugelkreise  noch  eine  Kurve 
vierter  Ordnung;  die  beiden  Kreise  Kg  und  Kh  liefern  dem- 
nach den  vollständigen,  im  Endlichen  gelegenen  Schnitt  der 
Kugel  (P)  mit  der  Zyklide. 

Die  zwei  Scharen  von  Erzeugenden  ^  und  Ä  des  De- 
ferenten  liefern  mithin  zwei  Systeme  von  Kreisen,  die  auf 
der  Zyklide  gelegen  sind.  Wenn  ferner  der  Deferent  er- 
zeugt werden  kann,  indem  man  die  Erzeugende  g  sich  so 
bewegen  läßt,  daß  sie  stets  die  drei  Erzeugenden  h,  W,  W 
der  anderen  Schar  schneidet,  so  erhält  man  die  Zyklide, 
wenn  man  von  drei  Kreisen  K^,  K^,,  K^  ausgeht,  die  in 
Ebenen  durch  0  liegen  und  die  Leitkugel  orthogonal  treffen 
und  nun  einen  Kreis  Kg  sich  so  bewegen  läßt,  daß  er  jeden 
dieser  drei  Kreise  zweimal  schneidet. 

Liegt  P  im  Unendlichen,  so  berührt  die  Tangentialebene 
dieses  Punktes  gleichzeitig  den  Asymptotenkegel  der  Fläche 
längs  der  Erzeugenden  PM,  wenn  M  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  zweiter  Ordnung,  und  sie  schneidet  aus  der  Fläche 
zwei  parallele  Erzeugende  g  und  h  aus.  Die  zum  Punkte  P 
gehörige  Kugel  geht  in  die  Ebene  über,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  0  der  Leitkugel  normal  zu  PM  gelegt  werden 
kann.  Diese  Ebene  enthält  auch  wieder  die  beiden  Kreise, 
welche  den  Geraden  g  und  h  entsprechen  und  deren  Schnitt- 
punkte auf  der  durch  0  auf  die  Tangentialebene  gefällten 
Senkrechten  liegen  müssen.     Es  berührt  daher  diese  Ebene 
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die  Zyklide  in  den  Schnittpunkten  der  beiden  Kreise,  sie 
ist  eine  doppelt  berührende  oder  Doppeltangentialebene;  die 
Senkrechte  aber,  welche  die  Berührungspunkte  enthält,  ist 
eine  Doppeltangente  der  Fläche. 

Nimmt  P  alle  möglichen  Lagen  auf  dem  unendlich  fernen 
Schnitt  des  Deferenten  an,  so  beschreibt  ilfP  den  Asyraptoten- 
kegel  und  die  zu  3IP  normale  Ebene  durch  0  umhüllt  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung.  Zufolge  der  gleichen  reziproken  Zu- 
ordnung entspricht  dann  aber  einer  Tangentialebene  des  Asym- 
ptotenkegels die  von  0  auf  sie  gefällte  Senkrechte  und  diese  ist 
eine  Erzeugende  dieses  Kegels.  Wir  erhalten  demnach  durch 
0  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  gebildet  von  Doppeltangential- 
ebenen, dessen  Erzeugende  Doppeltangenten  der  Fläche  sind 
und  erkennen: 

x\lle  die  Zyklide  erzeugenden  Kugeln  berühren 
die  Fläche  doppelt  und  haben  mit  ihr  zwei  Kreise 
gemein,  welche  durch  die  beiden  Berührungspunkte 
gehen.  Die  Zyklide  kann  auch  erzeugt  werden 
durch  einen  Kreis,  der  drei  andere  Kreise  je  zwei- 
mal schneidet.  Die  Ebenen  dieser  drei  Kreise  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  der  Leitkugel  und  schneiden 
diese  orthogonal.  Im  Mittelpunkte  der  Leitkugel 
existiert  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  umhüllt 
wird  von  Doppeitangentialebenen  der  Zyklide,  während 
seine  Erzeugende  die  Zyklide  doppelt  berühren.  Jede 
dieser  Doppeltangentialebenen  schneidet  die  Zyklide 
nach  zwei  Kreisen,  deren  Schnittpunkte  auf  einer 
Erzeugenden  des  Kegels  liegen. 

Weitere  Formen  der  Gleichung  der  Zyklide. 

146.  Es  ist  nun  auch  möglich,  die  Gleichung  der  Leit- 
kugel Kq  auszudrücken  durch  die  Ausdrücke  X,  auf  Grund 
folgender  Ul)erlegung:  nehmen  wir  Kq  selbt^t  als  Deferenten, 
so  schrumpft  jede  erzeugende  Kugel  in  einen  Punkt  zu- 
sammen, wir  erhalten  Kq  selbst,  doppelt  gerechnet,  als  er- 
zeugte Fläche.  Die  Gleichung  der  Orthogonalkugel  haben 
wir  aber  in  (12)  auf  S.  241  aufgestellt.  Um  dieselbe  in 
Ebenen koordinaten  zu  bekommen,  muß  die  Determinante 
der  Form  mit  den  |,-  gerändert  werden.  Ersetzen  wir  die  ^,- 
durch  die  Ki,  so  erhalten  wir  die  entsprechende  Zyklide: 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL  18 


(12) 


=  0 
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rl  7\r2Cos6i2    r^r^cosO^^    r^i\cosO^^    K^ 

rgricosögi    rgrgcosögo  ^1  ^3^4^08^34    K^ 

^4^1008^41     r^r^GOSÖ^^     »"4»3COSÖ43  r^  K^ 

Kl  K2  Kg  jBl4  0 

und   die8e  Gleichung   muß    wesentlich,   d.  h.   bis   auf  einen 
eventuellen  Zahlenfaktor,  das  Quadrat  von  K  sein. 

Dividieren  wir  aber  io  der  obigen  Determinante  die 
erste  Zeile  mit  r^ ,  die  zweite  mit  rg  usf.,  ferner  die  erste 
Kolonne  mit  r^ ,  die  zweite  mit  ^2  usf.,  so  ergibt  sich 

Kl 


1 
COSÖ21 


C0SÖi2        COS  0^3        COSÖ14 


COSÖ90        COSÖ< 


'23 


24 


COSÖ01       cos6' 


'31 


cosö 


41 


32 


COSÖ.o        COSÖ 


COSÖ. 


34 


'42 


43 


K. 


K, 


K, 


K. 


K^ 
Ks 

0 


=  0. 


Nehmen  wir  an,  daß  die  vier  Kugeln  K^  =  0  einander 
paarweise  orthogonal  schneiden,  so  daß  6^  =  90^,  so  ver- 
einfacht sich  die  Gleichung  wie  folgt: 


0 


0 


0 


^1 


K, 


K, 


0 
0 
0 

1 

K. 


K^ 

^2 

K^ 

0 


=  0. 
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Bezeichnen  wir  mit  fx  einen  Zahlenfaktor,  so  wird  also 

Dies  ist  aber  eine  Identität,  die  für  jedes  Wertsystem  x,  y,  3 
erfüllt  sein  muß,  und  wir  bestimmen  [j, ,  indem  wir  an  Stelle 
Yonx^yy  z  den  Koordinatenanfang  mit  den  Koordinaten  (0,0,0) 
setzen.     Dann  ist 

^„(0,  0,  0)  =  -rl ,       X,(0,  0,  0)  =  r3  , 
folglich 

-"       ri^  ri  "^  ri  "^  r|  ■ 
Addieren  wir  aber  zu  der  Gleichung 

1    ,    1    ,    1^       Kl       Kl    ^    Kl 


k:^{±-  +  :L.  2^  +  11-^  +  ^  +  ^  + 


rl 


beiderseits  -^  ,  so  erhalten  wir 

rl 

7r2P  _!_  1_  ,  JL  .  Jl.M-^  .  ^  ,   ^'^  ^  .  J^ 
'\rl  '^'r\  '^  rV    rV   r\\      rl'^  r\^  r\'^  r\^  rV 

In  dieser  Beziehung  treten  rechts  alle  fünf  Kugeln  ganz 
symmetrisch  auf,  was  ja  auch  geometrisch  zu  erklären  ist. 
Sie  muß  also  gelten  für  jede  Anordnung,  d.  h.  es  könnte 
links  statt  K^  auch  ein  Ki  stehen.  Daraus  würde  aber  K^  =  Ki 
folgen,  was  unmöglich  ist.  Folglich  muß  sowohl  die  rechte 
Seite  als  auch  der  Faktor  links  identisch  verschwinden 
und  man  hat 

1^2  VI  Vi-  v^  V^ 

(13)  .^^  +  4^_^  +  ^  +  ^^0 

t\         r\         r\         r\         r\ 

sowie 

(14)        ^+i  +  ^.  +  -^^  +  ,i=o. 

^0  M  ^2  ^3  *4 

Die  Gleichung  (13)  liefert  folgKch  die  Leitkugel,  dar- 
gestellt durch  die  vier  Kugeln  K^,  die  aber  noch  überdies 
zu  je  zweien  sich  orthogonal  schneiden;  Gleichung  (14)  gibt 
die  Beziehung  zwischen  den  Radien  von  fünf  solchen  paar- 
weise orthogonalen  Kugeln  und  läßt  erkennen,  daß  nicht  alle 

18* 
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Radien    reell    sein   können,    daß    vielmehr   mindestens   eine 
Kugel  einen  imaginären  Radius  haßen  muß. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Leitkugel  Kq  und  den  De- 
ferenten  99  als  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gegeben.  Da- 
durch ist  die  Zyklide  bestimmt.  Die  Kugel  Kq  und  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen  aber  ein  gemeinsames 
Polartetraeder;  jede  Ecke  desselben  kann  als  Mittelpunkt 
einer  Kugel  genommen  werden,  welche  Kq  orthogonal  schneidet. 
Diese  vier  Kugeln  seien  Zj  =  0  {i  =  l,  2 ,  3 ,  4)  und  wir 
können  sie  benutzen,  um  durch  sie  das  Gebüsch  darzustellen, 
für  welches  Kq  die  Orthogonalkugel  ist.  Dann  muß  aber 
der  Deferent  in  der  Form  erscheinen: 


(p  = 

«11  ^1  +  «^22 

M  + 

«33  ^3  +  «4^ 

in  Ebenenkoordinaten 

«11 

0 

0 

0           ll 

0 

«22 

0 

0        I2 

0 

0 

«33 

0        I3 

0 

0 

0 

«44          ^4 

ll 

I2 

& 

I4          0 

durch  die  Ki^ 


=  0 


so  ergibt  sich  für  die 


Ersetzen  wir  die  1^ 
erzeugte  Zyklide 

(15)  ^n  Kl  +  ^22  Kl  +  ^33  Kl  -\-a,,Kl=-0, 

wobei 

(Xii  =  aji  ai  am  . 

Die  Gleichung   der  Kugel  Kq    muß  ebenfalls  als  eine 
Summe  von  Quadraten  erscheinen,   also  (129.)  in  der  Form 

Daraus  folgt,  daß  6a  =  90 ,  d.  h.  daß  die  vier  Kugeln  Ki  sich 
paarweise  orthogonal  schneiden;  folglich  gilt  wieder  die  obige 
Beziehung  (13).     Setzen  wir  jetzt  der  Einfachheit  wegen 


=  K?, 


=  K 


5  f 


so  wird  dieselbe 


(16) 


K?  +  Kl  +  Kl  +  Kl  +  Ki  =  0  . 
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Die  Gleichung  der  Zyklide  kann  dann  nach  (15)  zunächst 
geschrieben  werden: 

(17)  «2  Kl  +  «3  Ki  +  «4  K|  +  «5  Ki  =  0  . 

Addiert  man  die  Identität  (16)  dazu,  so  erhalten  wir  die 
andere  Form 

(18)  h  K?  +  &2  Kl  +  &3  Ki  +  &4  Kl  +  &5  Ki  =  0  . 

Es  folgt  also:  Die  Gleichung  einer  Zyklide  kann  entweder 
in  der  Form  (18)  geschrieben  werden  als  eine  Summe  der 
Quadrate  der  Gleichungen  von  fünf  Kugeln,  die  sich  alle 
paarweise  orthogonal  schneiden  und  zwischen  deren  Gleichungen 
die  Identität  (16)  besteht  oder  auch  in  der  Form  (17),  wo 
bloß  vier  dieser  Ausdrücke  vorkommen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Ableitung  läßt  sich  nachträglich 
durch  Abzählen  der  Konstanten  dartun.  In  der  Tat  ent- 
hält die  Gleichung  (17)  wegen  der  vier  auftretenden  Kugeln 
sechzehn  Konstante,  wozu  noch  die  drei  wesentlichen  Zahlen- 
koeffizienten der  Gleichung  kommen.  Da  sich  je  zwei  der  vier 
Kugeln  orthogonal  schneiden,  so  existieren  sechs  Bedingungs- 
gleichungen; dies  liefert  16  -f  3  —  6  =  13  beliebige  Konstante, 
wie  es  der  Fall  sein  muß  (vgl.  142.).  Die  Form  (18)  aber 
enthält  wegen  der  fünf  auftretenden  Kugeln  5  •  4  +  4  =  24 
Konstante;  außerdem  bestehen  infolge  der  Orthogonalität  der 
fünf  Kugeln  zehn  Relationen,  wozu  noch  (14)  hinzukommt. 

Die  Inversionen,  welche  eine  Zyklide  in  sich, 

überführen. 
147.  Wir  haben  schon  durch  die  Bezeichnung  vermittels 
der  K,  zum  Ausdruck  gebracht,  daß  zwischen  der  Inversions- 
kugel Ko  und  den  Kugeln  Et  kein  Unterschied  besteht.  Es 
kann  folglich  auch  jede  der  fünf  Kugeln  K,  als  Inversions- 
kugel gewählt  werden,  während  man  die  vier  übrigen  be- 
nutzt, das  Gebüsch  zu  bestimmen.  Immer  wird  die  betreffende 
Inversion  die  Zyklide  in  sich  selbst  überführen.  Nennen  wir 
die  Mittelpunkte  der  Kugeln  K,  bzw.  Mi,  so  gibt  es  also 
fünf  Inversionen  dieser  Art.  Außer  dem  schon  eingeführten 
Deferenten  erhalten  wir  noch  vier  andere,  auf  denen  sich  die 
Mittelpunkte  der  erzeugenden  Kugeln  in  den  vier  anderen 
Fällen  fortbewegen. 

Zwischen  diesen  fünf  Mittelpunkten  besteht  ein  einfacher 
geometrischer  Zusammenhang.  Betrachten  wir  etwa  das  Tetra- 
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eder  ilf^  Mo  M^  M^  und  föllen  von  M^  die  Senkrechte  h  auf 
die  Ebene  M^  M^  M^ .  Die  Polarebene  des  Punktes  M^  ist 
die  Ebene  M^  M^  M^ ,  die  Polarebene  des  unendlich  fernen 
Punktes  von  h  ist  die  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  {M^)  normal  zu  h  gelegt  werden  kann,  also  parallel 
zur  Ebene  M^M2M.^  verläuft.  Daraus  folgt,  daß  die  zu  h 
konjugierte  Gerade  oder  Polare  im  Unendlichen  liegt  und 
das  gleiche  ergibt  sich  für  die  anderen  Höhen  des  Tetra- 
eders M^  M2  M^  M^  .  Die  seinen  Höhen  entsprechenden  Ge- 
raden liegen  mithin  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  also 
müssen  die  vier  Höhen  selbst  sich  in  einem  Punkte,  dem 
Pole  derselben,  d.  h.  im  Mittelpunkte  M^  der  Kugel,  be- 
gegnen. M^  ist  der  Schnittpunkt  der  vier  Höhen  des 
Tetraeders  M^  M^  M^  M^  und  analog  für  die  andern 
Tetraeder. 

Durch  jeden  der  Punkte  Mi  geht  folglich  auch  (vgl.  145.) 
ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  umhüllt  von  den  Doppeltaugential- 
ebenen  und  mit  Doppeltangenten  der  Zyklide  als  Erzeugenden. 
Kummer  hat  für  die  allgemeine  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
Doppelkegelschnitt  gezeigt,  daß  alle  doppelt  berührenden 
Ebenen,  welche  Kegelschnittpaare  aus  der  Fläche  ausschneiden, 
fünf  Kegel  zweiter  Ordnung  umhüllen,  die  nach  ihm  als 
die  Kummer  sehen  Kegel  bezeichnet  werden.  Durch  irgend 
einen  Punkt  im  Räume  gehen  demnach  zehn  Ebenen,  welche 
die  Zyklide  nach  Kreispaaren  schneiden.  Es  sind  dies  die 
Tangentialebenen  an  die  genannten  Kegel.  Zusammenfassend 
bemerken  wir  endlich  noch: 

Es  gibt  fünf  Inversionen,  welche  eine  allgemeine 
Zyklide  in  sich  überführen,  und  die  Zyklide  kann 
auf  fünffache  Art  durch  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung als  Deferenten  und  eine  Leitkugel  erzeugt 
werden.  Die  fünf  Mittelpunkte  dieser  Inversionen 
liegen  so,  daß  das  aus  vieren  derselben  gebildete 
Tetraeder  den  fünften  zum  Höhenschnittpunkte  hat. 
Jeder  der  Inversionsmittelpunkte  trägt  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung,  dessen  Tangentialebenen  die  Zyklide 
je  nach  zwei  Kreisen  schneiden,  also  doppelt  be- 
rühren und  dessen  Erzeugende  Doppeltangenten  der 
Zyklide  sind.  Durch  irgend  einen  Punkt  im  Räume 
gehen  zehn  Ebenen,  welche  aus  der  Fläche  Kreis- 
paare ausschneiden. 
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Die  Zykliden  haben  zahlreiche  weitere  elegante  Eigen- 
schaften: die  ftinf  Deferenten  der  gleichen  Zyklide  sind  kon- 
fokal; man  kann  aus  den  Zykliden  ein  Orthogonalsystem 
bilden  derart,  daß  solche  konfokale  Zykliden  sich  in  ihren 
Krümmungslinien  durchschneiden  usf.;  in  betreff  weiterer 
Ausführungen  muß  auf  die  schon  zitierten  Arbeiten  von 
Casey  und  Darboux  verwiesen  werden.  Eine  Klassifikation 
der  Zykliden  hat  Loria  [(3)  auf  S.  250]  durchgeführt,  indem 
er  die  Eigenschaft  benutzte,  daß  die  Punktkugeln  eines 
quadratischen  Kugelkomplexes  eine  solche  Fläche  bilden.  Man 
hat  also  dann  zur  Bestimmung  der  Zyklide  einerseits  die 
Gleichung  zweiten  Grades  in  den  Koordinaten  Xi  (vgl.  S.  248) 

und  andererseits  die  quadratische  Bedingung 

J^xx  =  0 , 

welche  aussagt,  daß  der  Radius  der  Kugel  verschwindet.  Da- 
mit sind  aber  die  Voraussetzungen  gegeben,  um  die  Weier- 
straßsche  Theorie  der  Elementarteiler  (G.  T.  1 170.  S.  182) 
auf  die  Untersuchung  dieser  Flächen  anwenden  zu  können. 
Segre  (5)  vervollständigte  diese  Untersuchungen  und  gab 
auch  eine  gute  Übersicht  der  vorhandenen  Literatur.  Er 
zeii^e,  daß  von  den  achtzehn  Typen,  welche  Loria  aufstellte, 
nur  zehn  wirklich  existieren. 
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§  30.   Die  Methode  der  elektrischen  Bilder. 

Definition  der  elektrischen  Bilder. 

148.  Wenn  wir  im  folgenden  eine  Anwendung  der  In- 
version in  der  mathematischen  Physik  ei*wähnen,  so  kommen 
wir  damit  auf  die  Geschichte  dieser  Abbild ungsmethode  über- 
haupt zurück.  Schon  Plücker  (1)  gab  in  einer  vom  Ende 
Oktober  1831  datierten  Abhandlung  den  Grundgedanken  der 
Transformation  durch  reziproke  Radien,  indem  er  zu  einem 
Kreise  und  zu  einer  Geraden  die  inversen  Bilder  bestimmte 
und  damit  Sätze  über  Gerade  und  Kreise  in  andere  über  Kreise 
übertrug.  Wohl  unabhängig  davon  hat  W.  Thomson  (2,  3,  4) 
gelegentlich  der  Behandlung  gewisser  Aufgaben  der  Physik 
(1845)  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  angewandt 
und  als  das  „Prinzip  der  elektrischen  Bilder"  bezeichnet. 
Unter  Benutzung  der  Begriffe  „Potential"  und  „Niveaufläche" 
gelangt  man  zu  demselben  in  folgender  Weise: 

In  einem  gleichförmigen,  dielektrischen  Medium  von  un- 
endlicher Ausdehnung  mögen  sich  zwei  Punkte  A  und  A' 
befinden  mit  den  Elektrizitätsmengen  e  und  e\  Dann  ist 
das  Potential  irgend  eines  Punktes  P ,  der  von  A  und  A' 
die  Abstände  p  und  p'  besitzt,  bekanntlich 

(1)  F=-  +  4. 

Erteilen  wir  V  einen  konstanten  Wert,  so  beschreibt  P 
eine  Fläche  gleichen  Potentials  oder  eine  Niveaufläche.  Greifen 
wir  diejenige  unter  diesen  Flächen  heraus,  für  welche  V  =  0 
ist  und  setzen  wir  weiter  voraus,  daß  die  in  A^  befindliehe 
Elektrizitätsmenge  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  habe  wie 
die  in  A,  setzen  wir  also  s  =  e,  e=—e',  so  wird  für 
diese  Fläche 

und  dies  ist  eine  Kugel,  da  jede  Ebene  durch  die  Ver- 
bindungslinie AA'  als  Schnitt  einen  Kreis  liefert;  derselbe 
möge  in  C  und  D  der  Linie  AA'  begegnen  und  sein  Radius 
sei  =  ro ,  0  sein  Mittelpunkt  (Fig.  59).   Die  Punkte  C  und  T> 
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liegen  harmonisch  zu  A  und  Ä\  Nun  können  wir  uns  die 
Kugelfläche  durch  eine  metallene  Kugelschale  ersetzt  denken, 
die  durch  einen  dünnen  Draht  zur  Erde  abgeleitet  ist.  Auf 
der  Kugel  haben  wir  dann  immer  noch  das  Potential  Null, 
aber  die  Elektrizität  wird  sich  auf  ihr  verteilen,  wie  es  der 
von  den  Punkten  Ä  und  A^  ausgeübten  Influenz  oder  In- 
duktion entspricht.  Das  Potential  in  irgend  einem  Punkte 
des  Raumes,  sowohl  innerhalb  wie  außerhalb  der  Kugel,  also 
auch  die  elektrische  Wirkung  im  ganzen  Räume  wird  durch 
diese  materielle  Kugel  nicht  geändert. 


i^.^^--. 


Fig.  59. 

Entfernen  wir  jetzt  den  Punkt  A^ ,  so  wird  das  Potential 
innerhalb  der  Kugel  überall  den  Wert  Null  annehmen,  während 
sich  außerhalb  der  Kugel  nichts  ändert  (Green scher  Satz). 
Dann  können  wir  aber  folgendes  behaupten;  Wird  eine  Kugel- 
schale von  einem  außerhalb  derselben  gelegenen  Punkte  A 
influen ziert,  so  ist  in  bezug  auf  außerhalb  der  Kugel  gelegene 
Punkte  die  Wirkung  dieser  Kugelschale  in  Verbindung  mit 
der  des  Punktes  A  gleich  der  Wirkung  des  Punktes  A^  wieder 
in  Verbindung  mit  der  des  Punktes  A.  Es  ist  also  die 
Wirkung  der  Kugel  durch  diejenige  des  innerhalb  derselben 
gelegenen  Punktes  A^  ersetzt  worden. 

Hat  man  andererseits  einen  Punkt  A\  der  innerhalb 
einer  Schale  gelegen  dieselbe  influenziert,  so  kann  in  bezug 
auf  innerhalb  der  Kugel  gelegene  Punkte  dessen  Wirkung 
zusammen  mit  derjenigen  dieser  Kugel  ersetzt  werden  durch 
die  W^irkung  des  außerhalb  der  Kugel  gelegenen  Punktes  A 
in  Verbindung  mit  der  des  Punktes  A\ 

In  Analogie  mit  den  virtuellen  Bildern  der  Optik  nennt 
nun  Thomson  jeden  der  Punkte  A  und  A^  das  „elektrische 
Bild"  des  andern  in  bezug  auf  die  Kugel. 
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149.  Ä  und  Ä^  entsprechen  einander  in  einer  Inversion, 
für  welche  0  der  Mittelpunkt  ist.  Sind  B  und  R^  zwei  andere 
entsprechende  Punkte,  so  besteht  also  die  Beziehung 

OÄ '  OA'  ==OR'OR'  =  k  =  rl. 

Das  Verhältnis  der  in  Ä  und  Ä^  konzentrierten  Massen  e 
und  e^  können  wir  durch  den  Radius  Tq  der  Inversionskugel 
ausdrücken.  Errichten  wir  in  Ä^  die  Senkrechte,  welche  in  P 
den  Kreis  treffen  möge,  so  ist  wegen  der  Ähnlichkeit  der 
Dreiecke  AÄ'P  und  Ä'OP,  wenn  ÄP=r,  A'P=r' 


also 
(3) 


^0 

A'O 

AO 

r 

e'  = 

-e   ''' 

A'O 

=  e— — 

e 


AO 


Dadurch  ist  also  die  elektrische  Masse  bestimmt,  welche  in 
dem  Punkte  A'  anzubringen  ist,  wenn  der  Punkt  A  die 
Masse  e  trägt.  Hat  man  irgend  eine  endliche  Masse  m,  so 
wird  man  zu  jedem  einzelnen  Massenteilchen,  das  in  einem 
Punkte  konzentriert  gedacht  wird,  das  entsprechende  ermitteln 
können,  und  man  erhält  so  eine  entsprechende  Masse  m', 
das  elektrische  Bild  der  ersten. 

Auch  die  Dichtigkeiten,  welche  in  der  abgebildeten 
Figur  vorhanden  sind,  ergeben  sich  ohne  weiteres,  wenn  wir 
die  Formeln  (14)  (15)  (16)  auf  S.  213  und  216  benutzen, 
welche  in  der  Transformation  durch  reziproke  Radien  zwischen 
entsprechenden  Linien-,  Flächen-  und  Raumelementen  bestehen. 
Bezeichnen  wir  nämlich  mit  X,  q^  o  bzw.  eine  Linien-, Flächen- 
oder Raumdichtigkeit,  während  dm  eine  'unendlich  kleine 
Masse  sein  möge,  die  in  dem  Linien-,  Flächen-  oder  Raum- 
element verteilt  ist,  so  ist 

j       dm  dm  dm 

ds  '        ^       d(o  ^  dv   ' 

Nun  ist  z.  B.  die  Liniendichte  q'  im  entsprechenden  Ele- 
mente ds'  gegeben  durch 

.,       dm' 
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Fern( 

3r  hat  man 

dm'       r'        Tq 
dm        Tq        r 

Dara 

118  findet  man 

r'          r. 

(4) 

,       rl          r^ 
Q   —    ,aQ  —    1  Q 

und  ebenso 


Endlich  erörtern  wir  noch  den  Zusammenhang,  der  zwischen 
dem  Potential  V  einer  gegebenen  Masse  m  für  irgend  einen 
Punkt  P  und  dem  Potential  V  der  transformierten  Masse  m' 
in  bezug  auf  den  entsprechenden  Punkt  P'  besteht. 

Greifen  wir  irgend  einen  Punkt  Ä  der  einen  Masse 
heraus,  in  dem  sich  die  Masse  dm  befinden  möge,  währeiid 
im  entsprechenden  Punkte  Ä'  die  unendlich  kleine  Masse  dm' 
konzentriert  ist,  sind  ferner  v  und  v'  die  Potentiale  dieser 
Massenpunkte  in  bezug  auf  P  und  P',  so  bestehen  die  Be- 


ziehungen : 


und  daraus 


:  dm'  =  ÄO  :  Tq 
dm 


:Ä'0 


V  = 


dm      A'F' 


V   = 


dm' 


ÄO 


V  :  V  = 


Da  aber  APAO 


und  damit 


dm'      AF  r, 

AF'A'O,  so  ist 
A'F'       A'O 


AF 
V'FO 


FO 


v-r. 


r,  F'O 

Diese  Ausdrücke  enthalten  aber  die  Entfernungen  der 
Punkte  P  und  F'  von  A  und  A'  gar  nicht  mehr,  also  gilt 
auch  für  die  Gesamtmassen  m  und  m'  die  Relation 


(5) 


F'  = 


V'FO  ^  Vjr^ 
rn      ~    F'O 
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Einige  Anwendungen. 

150.  Thomson  hat  von  der  Methode  der  elektrischen 
Bilder  zahlreiche  Anwendungen  auf  Probleme  der  Elektrizitäts- 
lehre, Wärmeverteilung  usw.  gemacht;  einige  einfache  Bei- 
spiele mögen  davon  einen  Begriff  geben. 

Denken  wir  uns  zunächst  eine  irgendwie  mit  elektrischer 
Masse  belegte  Kugelschale.  V  sei  das  Potential  derselben 
in  bezug  auf  irgend  einen  im  Innern  derselben  gelegenen 
Punkt  P.  Benutzen  wir  die  Kugel  und  ihren  Mittelpunkt  0 
dazu,  eine  Inversion  zu  bestimmen,  so  geht  P  in  P'  über, 
während  die  Kugel  ungeändert  bleibt.  Das  Potential  V 
von  P'  in  bezug  auf  die  Kugelschale  wird  demnach 

Ist  z.  B.  die  Kugel  schale  gleichmäßig  mit  Masse  belegt,  so 
ist  F==koust.,  und  es  folgt: 

Das  Potential  einer  gleichmäßig  mit  Masse  be- 
legten Kugelschale  in  bezug  auf  einen  außerhalb 
derselben  gelegenen  Punkt  P'  ist  dem  Abstände 
dieses  Punktes  vom  Mittelpunkte  umgekehrt  pro- 
portional. 
Weiß  man,  daß  das  Potential  im  Innern  einer  gleich- 
mäßig mit  der  Masse  m  belegten  Kugelschale 

ist,  so  ergibt  sich  für  das  obige  Potential 


ro  * 


Es  ist  mithin  ebenso  groß,  als  wenn  die  Masse  der  Schale 
in  ihrem  Mittelpunkte  konzentriert  wäre.  Da  man  eine 
Vollkugel  aus  solchen  Schalen  zusammensetzen  kann,  so 
folgt  auch  noch: 

Das  Potential  einer  Vollkugel,  die  gleichmäßig 
mit  Masse  erfüllt  ist,  in  bezug  auf  einen  außer- 
halb derselben  gelegenen  Punkt  ist  das  gleiche,  als 
wenn  die  Masse  der  ganzen  Kugel  im  Mittelpunkte 
konzentriert  wäre. 
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Betrachten  wir  endlich  noch  eine  Yollkugel  Kj  die 
gleichmäßig  mit  Masse  erfüllt  sein  möge,  so  daß  also 
o  =  konst.  In  bezug  auf  einen  außerhalb  der  Kugel  ge- 
legenen Inversion smittelpunkt  0  wird  das  Bild  der  Kugel 
eine  zweite  Kugel  K',  die  aber  nicht  gleichmäßig  mit  Masse 
erfüllt  ist.  Vielmehr  ist  die  Dichtigkeit  a'  in  einem  Punkte  P' 
nach  Formel  (4)  der  fünften  Potenz  des  Abstandes  F'O  um- 
gekehrt proportional.  Bezeichnet  m  wieder  die  Gesamtmasse 
der  Kugel,  M  ihren  Mittelpunkt,  so  ist  das  Potential  der- 
selben in  bezug  auf  irgend  einen  außerhalb  gelegenen  Punk  P 
nach  dem  soeben  Bemerkten 


PM' 


Ist  weiter  M^  das  Bild  von  My  so  fällt  M'  nach  dem 
Frühern  (34.)  zusammen  mit  dem  Bilde  von  0  in  bezug  auf 
die  Kugel  K\  Das  Potential  von  K'  für  den  Punkt  r 
wird  dann  aber 

rO       F'O .  FM  ' 
Führen  wir  eine  Masse  m^  ein,  welche  gegeben  ist  durch 


m  = 


MO  ro 


und    konzentrieren    dieselbe   im    Punkte    ilf',    so    wird    das 
Potential  von  P'  in  bezug  auf  diese  Masse 


P'M'       MO '  F'M       F'O .  FM 

Wenn  also  die  Dichtigkeit  einer  Vollkugel  in  jedem  Punkte  P' 
der  fünften  Potenz  der  Entfernung  F'O  proportional  ist,  wo- 
bei 0  ein  außerhalb  der  Vollkngel  gelegener  Punkt,  so  ist 
das  Potential  und  also  auch  die  Anziehung  dieser  Kuyjel  in 
bezug  auf  außerhalb  derselben  gelegene  Punkte  das  gleiche, 
wie  wenn  die  Masse  m'  im  Punkte  M'  konzentriert  wäre, 
und  M'  ist  das  elektrische  Bild  von  0  in  bezug  auf  diese 
Kugelfläche. 

151.  Endlich  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Inversion  auch 
in  der  Elastizitätslehre  Anwendung  findet,  und  zwar  bei 
der  Untersuchung  der  Spannungsverteilung  in  einem  ebenen 
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System.  Führt  man  die  sog.  Airysche  Spannungsfunktion 
ein,  durch  deren  Ableitungen  sich  die  Spannungen  in  einem 
ebenen  System  darstellen  lassen,  so  kann  man  nach  dem 
Vorgange  von  Mich  eil  (8)  durch  das  Prinzip  der  Inversion 
aus  jeder  bekannten  Lösung  neue  Lösungen  ableiten. 
Weitere  elastische  Probleme  hat  Timpe  (9)  im  Anschluß 
an  diese  Untersuchungen  behandelt. 
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VIII.  Kapitel. 

Kubische  und  höhere  birationale 
Raumtransformationen. 

§  31.    Die  durch  drei  biüneare  Gleichungen  bestimmte 
Yerwandtschaffc. 

Die  Transformationsformeln. 

152.  Die  räumliche  Inversion  hat  sich  durchaus  als 
eine  Verallgemeinerung  der  inversen  Verwandtschaft  der 
Ebene   herausgestellt.      Aber   schon   die    projektive   Verall- 
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gemeinerung  der  ersteren,  die  quadratische  Raumtransfor- 
mation (§  20),  zeigte  keine  Ähnlichkeit  mehr  mit  der  allge- 
meinen quadratischen  Verwandtschaft  der  Ebene  (§  4).  Diese 
ließ  sich  (vgl.  12.)  besonders  einfach  durch  zwei  bilineare 
Gleichungen  darstellen.  In  der  Absicht,  nun  durch  Über- 
tragung der  Betrachtungen  der  Ebene  auf  den  Raum  zu  ein- 
fachen räumlichen  Verwandtschaften  zu  gelangen,  können 
wir  von  drei  in  den  Koordinaten  x^  und  xl  linearen  Glei- 
chungen ausgehen.  Dann  entspricht  auch  wieder  jedem 
Punkte  Xi  des  einen  Raumes  Z  ein  und  nur  ein  Punkt  x^ 
im  andern  Räume  Z' .  Diese  Raumtransformation  wurde 
zuerst  von  Magnus  (1),  später  unabhängig  von  ihm  gleich- 
zeitig von  Cayley  (2)  und  Noether  (3)  im  Zusammenhang 
mit  allgemeineren  Betrachtungen  untersucht. 

Ordnen  wir  die  gegebenen  bilinearen  Gleichungen  nach 
den  x'i,  so  mögen  sie  die  Form  annehmen: 

^1  '^1  ~r  -^2  X>2,  ~r  -^3  "^3     \     -^4  ^4  ="  0 

(1)  I  B^x[  +  B^x:,  +  B^x'^  +  B^xi  =  0 

.  Ol  x[  -^  C,xi-^r  a,  x^  +  (7^  ici  =  0  . 

Hierbei  ist  dann 

(2)  I  Bi  =  hi^x^  +  hi^x^  +  &i3^3  H-  ^^4^4 

.    ^t  =  Cjl  ^1  "i"   ^»2*^2  ~i~   ^'iS  '^S  H"   ^»4  «^4  • 

Nach  den  Xt  geordnet  erhalten  wir  dagegen 

'  Ai  a^i  +  Ag  X2  +  A3  Ä^g  +  A4  ;a;4  =  0 
(3),  Bi  Ä^i  +  B2  ^2  +  BgiCg  +  B^x^^  =  0 

^  «  1  ^1  "T  '  2  "^2  "T  '  3  -^s  ~r  '  4  •^4  "^^  ^  > 

und  die  A^,  B*,  f»  sind  jetzt  lineare  Ausdrücke  in  den  x^ 
in  der  Art,  daß 


(4) 


A*  —  ^Ik^l  ~\r  ^2*^2  "h  %)fc^3  "f  ^4i^4 

B*  =   h^k^i  +  ^2*^2  +   hk^3  +    ^4*^4 

.    '   *  =    ^Ik^l  "i"   ^2*^2  ~l"   ^3k^'6  "I"   ^4* -^4 


288    VIII,  Kubische  und  höhere  birationale  Eaum.tr ansformationen. 


Ohne  eine  Variabel  auszuzeichnen,  schreiben  wir  die  drei 
bilinearen  Gleichungen 

A^^aaOOiX[ 
(5)  \  B~^hnXiX{       (^,Ä;  =  1,  2,  3,4) 

i.,k 
i,k 

Die  Gleichungssysteme  (1)  oder  (3)  geben  ohne  weiteres  die 
Werte  der  einen  Variabein,  ausgedrückt  durch  die  andern: 
Es  wird 


(6) 

X\   \  Xo  I  X 

S  •  *4 

=  <Pi  :  9^2  :  «Ps 

■94, 

oder 

und  hierbei  ist 

ßX, 

'  =  <fi, 

('■ 

=  1, 

2,3,4) 

. 

A    A 

A 

A 

A, 

A 

9^1  = 

i?2        -Bs 

B, 

.        9'2  =  — 

B, 

Jk 

B, 

0)      ' 

A,    A 

A 

A 

A 

A 

9^3  = 

B,     B, 

B, 

9'4  =  - 

B, 

B, 

B, 

. 

Ci     C\ 

c. 

c. 

c. 

Os 

während  andererseits 

(8)                     x^ix^:  x.^ 

-.x^ 

=  v>i  :  V2  :  % 

■Wi 

oder 

wobei 

QX, 

=  v.-, 

(i- 

=  1, 

2,3,4) 

A,      A3 

A4 

Ai 

A3 

A4 

V^i  = 

B,      B, 

B4 

>       Wi=  — 

B, 

B3 

B4 

(9)      . 

Ai      A, 

r4 

A4 

Ai 

A2 

A3 

Ws  = 

Bi      B, 

B4 

Vi  =  - 

B, 

B, 

B3 

. 

r,    r. 

r4 

Ti 

^2 

Ts 
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Die  Funktionen  9?,,  ebenso  wie  die  ipi  sind  demnach  vom 
dritten  Grade  in  den  Variabein  x^  bzw.  ic/.    Einer  Ebene 

(10)  OC^Xi  -{-  ^2  ^2  +  ^3  ^3  +  ^4  ^4  =  0 

im  Räume  I!  entspricht  irn  Räume  Z^  die  Fläche  dritter 
Ordnung 

(11)  «1  Ifi  +  Äo  V2  +  ^3  V^3  +  <^4  ^4  =  0 

und  ebenso  der  Ebene 

(12)  ßi  x[  +  /Ö^  ^2'  +  Ä'  ^3  +  Ä  a;^  =  0 
die  Fläche  dritter  Ordnung 

(13)  A>i  +  /?^^2  +  /^3>3  +  «9^4  =  0  . 

Die  Transformation  ist  vom  dritten  Grade  oder  kubisch 
in  beiderlei  Sinn,  d.  h.  den  Ebenen  des  einen  Raumes  ent- 
sprechen immer  Flächen  dritter  Ordnung  im  andern  Räume. 
Wir  werden  später  sehen,  daß  die  Ordnungen  der  (pi  und  i/;,- 
bei  Raumtransformationen  im  allgemeinen  gar  nicht  die 
gleichen  zu  sein  brauchen. 

Die  F.-Kurven. 

153.  Dem  oo^-fachen  System  (10)  der  Ebenen  in  E 
entspricht  im  Räume  Z'  das  System  (11),  das  wegen  der 
Eindeutigkeit  der  Zuordnung  der  Punkte  ebenfalls  die  Eigen- 
schaft haben  muß,  daß  sich  irgend  drei  dieser  Flächen  noch 
in  einem  beweglichen  Punkte  schneiden,  der  eben  dem  Schnitt- 
punkte der  drei  Ebenen  entspricht.  Auch  für  das  System  (13) 
der  Flächen  i/;,  muß  das  Gleiche  der  Fall  sein.  Damit  dies 
möglich  sei,  ist  es  notwendig,  daß  sowohl  die  Flächen  9?,- 
als  die  Flächen  \pi  gewisse  feste  Punkte  und  Kurven  in  ent- 
sprechender Vielfachheit  gemein  haben.  Um  dies  zunächst 
für  die  Flächen  (pi  zu  untersuchen,  greifen  wir  etwa  die 
Flächen  9^1  =  0  und  9^2  =  0  heraus.  Aus  der  in  (7)  ge- 
gebenen Form  dieser  Gleichungen  erkennt  man  aber  zunächst, 
daß  diese  beiden  Flächen  die  Raumkurve  dritter  Ordnung 
gemein  haben,  welche  durch  die  drei  Gleichungen 

\  B,C,-C,B,  =  0 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.   IL  19 
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gegeben  ist.  Denn  schreiben  wir  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen je  in  der  Form  A^jA^^B^IB^  bzw.  A^IA^^G^jC^, 
so  folgt  aus  ihnen  sofort  die  letzte  Gleichung.  Die  Gerade 
J_3  =  0 ,  ^4  =  0,  welche  die  beiden  ersten  Flächen  zweiter 
Ordnung  gemein  haben,  liegt  aber  nicht  auf  der  durch  die 
letzte  der  Gleichungen  (14)  gegebenen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung. Mithin  haben  die  drei  Flächen  (14)  eine  Raumkurve 
dritter  Ordnung  gemein. 

Außer  in  dieser  Raumkurve  dritter  Ordnung  H^  müssen 
sich  aber  dann  die  Flächen  9:^1  =  0  und  ^2=0  noch  in 
einer  Raumkurve  sechster  Ordnung  L  schneiden,  da  ja  der 
vollständige  Schnitt  beider  Flächen  eine  Raumkurve  neunter 
Ordnung  sein  muß.  Man  kann  nun  zeigen,  daß  auch  die 
Flächen  993  =  0  und  994  ==  0  durch  L  hindurchgehen.  In 
der  Tat  müssen  doch  die  Gleichungen  (1)  identisch  befriedigt 
werden,  wenn  man  die  aus  (6)  sich  ergebenden  Werte  für 
die  x'i  einsetzt,  d.  h.  man  hat 

A <Pi  -h ^2 9^2  +  A (Pti  +  A^(p^  =  o 

^1  (Pl   +  ^2  9^2  +  -^3  9^3  +  ^4  9^4  ^  0  . 

Eliminieren  wir  aus  beiden  Gleichungen  cp^,  so  ergibt  sich 

{A,B,~B,A,)(p,  +  (A,B^-B,A,)<p,  ^  iB,A,-A,B,)cp,  . 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  gibt,  =  0  gesetzt,  eine  Fläche 
fünfter  Ordnung,  welche  sicher  durch  den  Gesaratschnitt 
von  (p^  =  0  j  (P2  =  0  hindurchgeht.    Also  muß  auch  die  Fläche 

(B,A,-A,B,)cp,  =  0 

durch  diese  Schnittkurve  hindurchgehen.  Der  erste  Faktor 
ist  aber  die  erste  der  Flächen  (14),  welche  die  R'^  enthält 
und  die  L  jedenfalls  nicht  enthält;  daher  geht  9:^3  =  0  durch 
diese  Kurve  L  hindurch.  Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß 
auch  994  =  0  die  Kurve  L  enthält. 

Demnach  besteht  die  Schnittkurve  der  Flächen  991  =  0  und 
9^2=0  aus  einem  festen  Teil,  der  Kurve  L,  und  einem 
beweglichen  Teil,  der  Kurve  dritter  Ordnung  B^ .  Diese 
letztere  entspricht  nämlich  der  Schnittgeraden  x[  =  0,  X2  =  0. 
Denn  führen  wir  diese  Werte  in  das  System  (1)  ein  und 
setzen  weiter  Ic  =  —x^x^,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

(15)  A,==hA,,    B,=JcB,,     C,=JcC,. 
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Die  Elimination  von  h  führt  nun  wieder  zu  den  Glei- 
chungen (14)  zurück,  zugleich  geben  aber  die  Gleichungen  (15) 
die  jR^  als  Erzeugnis  dreier  projektiven  Ebenenbüschel. 

Alle  Flächen  des  Systems  (13)  haben  mithin  eine  feste 
Kurve  sechster  Ordnung  L  gemein,  und  ebenso  ergibt  sich 
für  den  Raum  Z'  eine  feste  Kurve  M%  durch  welche  die 
Flächen  \pi  und  überhaupt  alle  Flächen  des  Systems  (11)  hin- 
durchgehen. Die  beiden  Kurven  L  und  M'  sollen  die  „Fun- 
damentalkurven" des  betreffenden  Raumes  genannt  werden. 
Jeder  Geraden  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen  entspricht  im 
andern  Räume  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung,  der  Rest- 
schnitt der  beiden  entsprechenden  Flächen  dritter  Ordnung. 

Die  F.-Flächen. 

154.  Die  Werte  der  Xi,  welche  die  vier  Gleichungen  99, =0 
befriedigen,  also  die  Punkte  der  Raumkurve  L,  haben  für 
das  Gleichungssystem  (1)  die  Eigenschaft,  daß  gemäß  den 
Gleichungen  (6)  die  Lösungen  zunächst  unbestimmt  werden. 
Tatsächlich  sind  dann  die  Gleichungen  (1)  nicht  voneinander 
unabhängig,  sondern  es  besteht  zwischen  ihnen  eine  lineare 
Relation.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  «^ ,  \,  q  die  Unter- 
determinanten von  A^,  Bj^,  Ci  in  der  Determinante  994 ,  so 
liefert  die  Entwicklung  der  Determinante  994  bzw.  q)i  die 
Relationen : 

%  Ä2  +  &i  J52  +  q  Ca  =  0 

l  a,A^-\-\B^  +  c^C^  =  0. 

Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  mit  x^,  x'^,  x^,  xi 
ergibt  sich 

aiÄ  +  h^B  -i-c^C=0. 

Wir  können  also  z.  B.  die  letzte  Gleichung  in  (1)  weglassen 
und  bloß  die  beiden  ersten  des  Systems  benutzen.  Dann 
erfüllen  aber  alle  Punkte  xl,  welche  einem  solchen  Wert- 
system Xi  entsprechen,  eine  Gerade,  die  Schnittlinie  dieser 
beiden  entsprechenden  Ebenen.  Rückt  der  Punkt  Xi  auf 
der  Kurve  L  weiter,  so  beschreibt  diese  Gerade  eine  Regel- 
fläche A\     Ganz  ebenso  entsprechen  den  Punkten   der  F.- 

19* 


(16) 
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Kurve  iHf'  die  Erzengenden  einer  Regelfläche  M  in  >r. 
Diese  beiden  Gebilde  heißen  die  Fundamentalflächen. 

In  welchem  Zusammenhang  stehen  nun  in  jedem  Räume 
die  F.-Kurve  und  die  F.-Fläche?  Einer  beliebigen  Geraden 
entspricht  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung,  einer  Erzeugenden 
der  Regelfläche  Ä^  aber  ein  Punkt  von  L .  Damit  dies  möglich 
sei,  müssen  sich  drei  Gerade  abgesondert  haben,  d.  h.  die 
Erzeugende  muß  der  F.-Kurve  M^  dreimal  begegnen,  und 
jedem  dieser  Punkte  entspricht  eine  Erzeugende  von  M . 
Indem  wir  die  analytische  Begründung  bei  der  allgemeinen 
Theorie  zu  geben  uns  vornehmen,  sehen  wir  hier  einstweilen 
geometrisch,  daß  die  F.-Fläche  eines  jeden  Raumes  nichts 
anders  sein  kann,  als  die  Gesamtheit  der  dreifachen  Sehnen 
der  betreffenden  F.-Kurve. 

Weitere  Aufschlüsse  über  die  Flächen  gewinnen  wir, 
indem  wir  die  F.-Kurven  noch  genauer  untersuchen.  Dazu 
kann  eine  Abbildung  dieser  Kurve  dienen,  welche  schon 
Hesse  (4)  gegeben  hat.  Eliminiert  man  nämlich  aus  den 
Gleichungen  (16)  die  ^,,  so  erhält  man 

«1  «ll+^l  hl  4-q  Cji      %  «i2  +  *^l  ^12  +  ^1  ^12      %  «13  +  ^1  ^3+^1  ^13 

«1  «21  +  ^i  ^21-i-q  C2I      «1  «22  +  ^1  ^22+^1  ^22      %  «23+^1  ^23+^1  ^23 

%a24  +  ^l<^24  +  CiC24 

%  «31+61  &3i  +  q  Cgi      «1  «32+^1  632+^1  ^32     «1%3  +  ^1  ^33+^1  ^33 

%  «34  +  ^1  ^34  +  ^1  ^34 

«1  «41  +  \  hl  +  ^l  ^41      ^l  «42  +  ^1  ^42  +  ^1  ^42      «1  «43  +  h  hs  +  ^  C43 

«l«44  +  ?^l?>44  +  ^lC44 

Diese  Gleichung  ist  in  den  Größen  % ,  &i ,  q  homogen  und 
vom  vierten  Grade.  Denken  wir  uns  diese  drei  Zahlen  in 
einer  Hilfsebene  als  homogene  Koordinaten  eines  Punktes 
gedeutet,  so  erhalten  wir  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung  (7*, 
und  es  i^t  leicht  zu  zeigen,  daß  diese  Punkt  für  Punkt  ein- 
eindeutig auf  die  Raumkurve  sechster  Ordnung  L  abgebildet 
wird.    Denn  jedemi  Punkte  von  L,  d.  h.  jedem  Wertsystem  Xi , 


o: 


*)    Wegen   Raummangel    müssen    die   Glieder    der    vierten 
Kolonne  unter  statt  neben  die  der  dritten  gesetzt  werden. 
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welches  die  vier  Funktionen  cpi  verschwinden  läßt,  entspricht 
ein  Tripel  a^,\,  c^.  Wählen  wir  andererseits  auf  der  (7* 
einen  Punkt  a^y\j  c^  aus,  so  verschwindet  für  ihn  die 
obige  Determinante,  und  aus  den  Gleichungen  (16)  läßt  sich 
ein  Wertsystem  Xi  berechnen.  Dann  folgt  aber  weiter  aus 
denselben  Gleichungen,  daß  für  diese  Werte  xi  die  vier 
Determinanten  (pi  verschwinden,  d.  h.  Xi  liegt  auf  der 
Kurve  L. 

Die  Kurve  vierter  Ordnung  0^,  in  deren  Gleichung  die 
achtundvierzig  Koeffizienten  der  Transformation  vorkommen, 
wird  als  allgemeine  ihrer  Art  vom  Geschlechte  drei  sein,  und 
da  sie  auf  die  Kurve  L  eindeutig  bezogen  ist,  so  muß  nach 
dem  Riemann  sehen  Satze  (Wieleitner:  Algebraische  Kurven, 
S.  77)  auch  L  das  Geschlecht  drei  besitzen.  Vom  gleichen  Ge- 
schlechte ist  folglich  auch  der  Kegel  fünfter  Ordnung,  der 
aus  irgend  einem  Punkte  von  L  die  Kurve  L  projiziert,  und 
weiter  der  Schnitt  dieses  Kegels  mit  einer  beliebigen  Ebene. 
Dieser  letztere  muß  demnach  drei  Doppelpunkte  besitzen, 
da  die  Kurve  fünfter  Ordnung  höchstens  sechs  Doppelpunkte 
haben  kann.  Es  gehen  folglich  auch  von  einem  Punkte  der 
Kurve  L  drei  Linien  aus,  welche  L  noch  zweimal  treffen, 
oder  mit  andern  Worten:  Die  von  den  dreifachen  Sehnen 
der  Kurve  L  gebildete  Regelfläche  hat  L  zur  dreifachen 
Kurve. 

Die  Ordnung  der  Regelfläche  M  bestimmt  sich  dann 
aber  in  der  bekannten  Art:  Ist  g  eine  Erzeugende  von  M , 
so  legen  wir  durch  g  irgend  eine  Ebene.  Diese  wird  mit  M 
eine  Schnittkurve  liefern,  deren  Ordnung  gleich  der  Zahl  der 
Schnittpunkte  mit  g  ist.  Nun  sind  die  drei  Schnittpunkte 
von  g  mit  L  Doppelpunkte  für  diese  Schnittkurve,  ferner 
wird  die  durch  g  gelegte  Ebene  die  Regelfläche  in  einem 
Punkte  von  g  berühren.  Andere  Schnittpunkte  sind  nicht 
möglich,  also  ist  der  Schnitt  von  der  siebenten  Ordnung; 
die  Regelfläche  M  selbst  aber  wird  von  der  achten  Ordnung. 
Von  der  gleichen  Ordnung  ist  natürlich  auch  die  F.- 
Fläche A'  in  Z\ 

Wollte  man  die  Gleichung  einer  solchen  F.-FIäche,  so 
wäre  zu  überlegen,  daß  einer  Ebene  (10)  von  S  zunächst 
die  Fläche  dritter  Ordnung  (11)  in  S^  entspricht.  Suchen 
wir  zu  dieser  Fläche  aber  wieder  das  entsprechende  Gebilde 
im  ersten  Räume,   so  besteht  diese  in  der  Ebene  (10)  und 
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in  der  einfach  gezählten  F.-Fläche  M  .  Es  muß  sich  also 
von  dem  Ausdrucke 

(17)         ^ (Xi y^i{(pi,  (P2,  (Psp  n)  =  0        (i  =  1 ,  2 ,  3 ,  4) 

der  Faktor  (10)  abspalten  lassen  und  der  Rest  gibt  die 
Fläche  M ,  deren  Gleichung  sich,  wie  Noether  1.  c.  zeigt,  in 
Form  einer  Determinante  schreiben  läßt.  Wir  haben  mit- 
hin gesehen: 

„Durch  drei  bilineare  Gleichungen  wird  eine  in 
beiderlei  Sinne  kubische  Punkttransformation  des 
Raumes  gegeben.  Das  F.-System  in  jedem  Räume 
besteht  aus  einer  Kurve  sechster  Ordnung  vom 
Geschlechte  drei  und  einer  Regelfläche  achter  Ord- 
nung, welche  aus  allen  dreifachen  Sehnen  dieser 
Raumkurve  besteht  und  die  Kurve  sechster  Ord- 
nung als  eine  dreifache  Kurve  euthält.  Den  Punkten 
der  F.-Kurve  im  einen  Räume  entsprechen  je  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche  des  andern  Raumes." 

Die  Bilder  beliebiger  Flächen  und  Kurven. 

155.  Auf  Grund  der  bisherigen  Ergebnisse  kann  man 
ohne  Schwierigkeit  zu  beliebigen  Flächen  und  Kurven  des 
einen  Raumes  ihre  Bilder  im  andern  Räume  bestimmen. 

Irgend  eine  Gerade  V  von  ^'  trifft  die  F.-Fläche  Ä' 
in  acht  Punkten;  durch  diese  gehen  ebenso  viele  Erzeugende 
von  Ä^  und  diesen  entsprechen  acht  bestimmte  Punkte  von  L. 
Durch  diese  geht  die  Raumkurve  dritter  Ordnung  hindurch, 
welche  in  2  der  Geraden  r  entspricht,  und  damit  ist  auch 
die  Anzahl  der  Schnittpunkte  erschöpft,  welche  diese  Raum- 
kurve dritter  Ordnung  mit  der  F.-Fläche  M  liefert. 

Ist  jetzt  in  2  irgend  eine  Fläche  /  m-ter  Ordnung  ge- 
geben, welche  durch  L  ^-mal  hindurchgeht,  so  hat  diese  mit 
der  oben  erwähnten  Raumkurve  dritter  Ordnung  3  m  —  8  A 
Punkte  gemein,  welche  nicht  auf  L  fallen.  Ihnen  ent- 
sprechen die  auf  V  gelegenen  Schnittpunkte  mit  der  ent- 
sprechenden Fläche  f  in  2*'.  Da  ferner  eine  Erzeugende 
von  M  die  Fläche  /  in  m  —  SX  nicht  auf  L  gelegenen 
Punkten  trifft,  so  ist  der  entsprechende  Punkt  von  Ä^  ein 
(m  —  3  l)-facher  Punkt  von  f .   Also  entspricht  der  Fläche  / 
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eine  Fläche  f  von  der  Ordnung  3  m  —  8^,  welche  A'  zur 
{m  —  3  A)-f achen  Kurve  hat. 

Gehen  wir  aus  von  irgend  einer  Raumkurve  Ä-ter  Ord- 
nung in  2,  welche  jC  in  ;^  Punkten  trifft,  so  hat  diese  mit 
einer  Fläche  des  Systems  (13)  ^h  —  x,  Punkte  gemein;  ferner 
trifft  sie  die  F.-Fläche  M  in  8  Ä  —  3  x;  nicht  auf  L  gelegenen 
Punkten.  Daher  entspricht  dieser  Raumkurve  in  2'  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  3  Ä;  —  x ,  welche  M'  in  8  A;  —  3  >i 
Punkten  begegnet. 

Der  späteren  Anwendung  wegen  betrachten  wir  noch 
zwei  Beispiele. 

Es  sei  in  Z  eine  Sehne  g  der  F.-Kurve  L  gegeben, 
welche  L  in  den  Punkten  X  und  Y  trifft.  Von  der  ent- 
sprechenden Raumkurve  dritter  Ordnung  sondern  sich  folg- 
lich die  Erzeugenden  x^  und  y'  der  F.-Fläche  A'  ab  und 
es  bleibt  noch  eine  Gerade  g'  übrig.  Nun  trifft  g  die 
F.-Fläche  M  außer  in  X  und  Y  noch  in  zwei  Punkten  P 
und  Q,  durch  welche  die  Erzeugenden  p  und  q  von  M 
gehen.  Diesen  Erzeugenden  entsprechen  in  Z'  die  Punkte 
P'  und  Q^ ,  als  deren  Verbindungslinie  wir  g'  erhalten. 
g'  kann  dann  aber  A^  nur  in  zwei  Punkten  X',  Y'  treffen, 
die  bzw.  auf  x'  und  y'  liegen.  Denn  sonst  könnte  nicht 
umgekehrt  dem  g'  wieder  g  entsprechen.  Es  gehen  also  die 
Sehnen  von  L  wieder  in  die  Sehnen  von  M'  über. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  einen  Kegelschnitt  Ä;'^ , 
welcher  der  F.-Kurve  L  in  fünf  Punkten  G^,  G^,  .  .  . ,  G^ 
begegnet.  Einen  solchen  erhalten  wir,  indem  wir  irgend 
eine  Ebene  wählen,  die  sechs  Schnittpunkte  derselben  mit 
L  uns  verschaffen  und  fünf  derselben  herausgreifen.  Von 
der  k^  entsprechenden  Raumkurve  sechster  Ordnung  son- 
dern sich  wieder  die  fünf  Erzeugenden  g[y  g^,  . . . ,  ^5  der 
F.-Fläche  A'  ab,  welche  den  Punkten  ö^ ,  .  . .  ,  G^  ent- 
sprechen. Der  übrig  bleibende  Teil  besteht  demnach  in 
einer  Geraden  g\  Da  der  Kegelschnitt  h'^  der  Fläche  M 
femer  außer  in  den  Gi  noch  in  einem  Punkte  X  begegnet, 
durch  den  eine  Erzeugende  x  dieser  Fläche  geht,  so  ent- 
hält g'  den  Punkt  X'  von  M' ,  welcher  x  entspricht.  Damit 
ferner  auch  umgekehrt  der  Geraden  g'  wieder  der  Kegel- 
schnitt h"^  zugeordnet  ist,  muß  g'  die  Erzeugenden  g^y  . .  . ,  g^ 
treffen,  womit  wir  auch  die  acht  Schnittpunkte  von  g'  mit 
A^  bestimmt  haben.     Jedem  Kegelschnitt,   der  L  fünfmal 
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begegnet,  entspricht  demnach  eine  die  F.-Kurve  ir  einfach 
schneidende  Gerade,  die  weiter  die  fünf  Geraden  trifft, 
welche  den  fünf  Schnittpunkten  mit  L  zugeordnet  sind. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  ein  Kegelschnitt,  der  die  eine 
F.-Kurve  viermal  trifft,  wieder  in  einen  Kegelschnitt  über- 
geführt wird,  der  die  andere  F.-Kurve  viermal  schneidet. 

Spezielle  Fälle  der  Transformation. 

156.  Die  betrachtete  Transformation  kann  mancherlei 
spezielle  Formen  annehmen,  die  sich  dadurch  ergeben,  daß 
die  F.-Kurven  L  und  M^  zerfallen,  und  zwar  entweder  für 
beide  Räume  in  der  gleichen  Weise  oder  auch  in  verschie- 
dener Art.  Beispielsweise  ist  es  möglich,  daß  L  in  eine 
Raumkurve  fünfter  Ordnung  vom  Geschlechte  zwei  und  in 
eine  Sehne  derselben  zerfällt  und  das  gleiche  System  ergibt 
sich  im  Räume  ^'.  Oder  L  zerfallt  in  eine  Raumkurve 
fünfter  Ordnung  vom  Geschlechte  eins  und  in  eine  dreifache 
Sehne  derselben;  in  ^'  besteht  die  F.-Kurve  dann  aber  in 
einer  Raumkurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  eins  und 
in  einem  Kegelschnitt,  der  diese  Raumkurve  dreimal  schneidet. 

Im  speziellsten  Falle  besteht  jede  der  beiden  F.-Kurven 
aus  sechs  Geraden,  welche  je  ein  Tetraeder  bilden.  Wählen 
wir  diese  als  Koordinatentetraeder,  so  läßt  sich  die  Trans- 
formation in  der  Form  schreiben: 


(18) 
oder 


Q  CCi   —  Gf  u/a  OCo  U/A  ,       O  3/0  —  ^  «*'i  «^3  «^4 

Q  üCo    ^-^    C  üC-\    3uo  tX/A     ,  O  3/^    t*  tX/J    U/n  vC/9 


/     /     /      /       a      h      c     d 

vi/-\    .  iX/o   •  Uy'i    .  U/A     ... 

Uy-i  tl/q         tX/q         U/1 


wo  a,  b,  c,  d  Zahlenkoeffizienten  sind.  Umgekehrt  folgt 
daraus 

nü\  _   ^    A   _^    _^ 

cX/j^      U'2      «>t'3      »*'4 

Diese  Gleichungen  erinnern  an  die  entsprechenden  für  die 
quadratische  Transformation  in  der  Ebene  (vgl.  S.  5).  Einer 
Ebene  (10)  entspricht  die  Fläche  dritter  Ordnung 

(20)  «1  a xi  x^  xi -\-(X2hx[XsXl-]-a^c  x[  x'^  x^ -\-oc^d x[ X2  x.^=0 , 
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welche  in  den  Ecken  des  Koordinatentetraeders  Knoten- 
punkte besitzt.  Ebenso  entsprechen  den  Ebenen  des 
Raumes  2"'  Flächen  dritter  Ordnung  mit  vier  Knoten- 
punkten. 

Etwas  eiugehender  möge  eine  andere  spezielle  derartige 
Transformation  besprochen  werden,  die  sich  auch  geo- 
metrisch sehr  anschaulich  erzeugen  läßt  (5).  Wir  nehmen 
im  Räume  S  drei  Gerade  a^y  a^y  a^  und  in  Z'  drei  Ge- 
rade 6i,  1)2,  h^.  Den  Ebenenbüschel  %  beziehen  wir  pro- 
jektiv auf  den  Ebenenbüschel  &(,  ebenso  den  Büschel  a2 
auf  hi  und  %  auf  h^ . 

Wählen  wir  in  2!  irgend  einen  Punkt  P,  so  bestimmt 
er  drei  Ebenen  (Pui),  (P«2))  (-P^s)^  diesen  entsprechen  in 
den  Ebenenbüscheln  hl,  h^,  H  drei  andere  Ebenen  und  diese 
schneiden  sich  im  entsprechenden  Punkte  P\  Dadurch  ist 
in  einfachster  Weise  eine  ein-eindeutige  räumliche  Punkt- 
verwandtschaft bestimmt  und  wir  können  auch  hier  eine 
Analogie  erblicken  zur  Erzeugung  einer  ebenen  quadratischen 
Transformation  durch  zwei  Paare  projektiver  Strahlenbüschel 
(vgl.  1.).  Lassen  wir  den  Punkt  P  auf  einer  beliebigen 
Geraden  fortrücken,  so  werden  durch  diese  die  Ebenen- 
büschel (Pai)f  (Pa^y  (P^s)  perspektiv  aufeinander  bezogen, 
also  sind  auch  die  P^benenbüschel  &(,  h2,  h^  projektiv  und 
erzeugen  in  den  Schnittpunkten  je  dreier  entsprechender 
Ebenen  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung.  Daraus  folgt 
dann  wieder,  daß  diese  Transformation  in  beiderlei  Sinne 
eine  kubische  ist. 

Auch  die  Fundamentalgebilde  ergeben  sich  ohne  wei- 
teres. Liegt  z.  B.  P  auf  der  Geraden  a^ ,  so  wird  die 
Ebene  (Pa^)  unbestimmt,  während  die  Ebenen  (Pag)  ^^^ 
(Pög)  in  den  projektiven  Büscheln  h^  und  h^  je  eine  Ebene 
festlegen,  deren  Schnittlinie  also  in  diesem  Falle  dem  Punkte 
auf  %  entspricht.  Für  die  verschiedenen  Punkte  von  a^ 
erhält  man  als  Erzeugnis  der  Büschel  h^  und  h^  eine  Regel- 
schar, die  wir  kurz  durch  {^M)  bezeichnen. 

Ganz  in  analoger  Art  entsprechen  den  Geraden  ag  und 
0:3  gewisse  Regelscharen  (b[  ftg)  und  (hl  hQ . 

Weiter  bestimmen  die  drei  Geraden  a^ ,  a2 ,  %  eine 
Regelschar,  gebildet  von  all  den  Geraden  x,  welche  %,  «2^  % 
gleichzeitig  treffen.  Jeder  solchen  Geraden  x  entspricht  ein 
einziger  Punkt,  nämlich  der  Schnittpunkt  X  der  drei  Ebenen, 
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welche  den  Ebenen  (xa^),  (ajag)^  (^%)  zugewiesen  sind. 
Beschreibt  x  die  Regelschar,  so  rückt  X  auf  einer  Raum- 
kurve dritter  Ordnung  B^  weiter.  Diese  bildet  folglich  in 
Verbindung  mit  &(,  62,  M  die  F.-Kurve  des  Raumes  2^\  Die 
F.-Fläche  des  gleichen  Raumes  besteht  in  den  vier  Hyper- 
boloiden (&162),  {hm)j  (^2^3)  und  dem  durch  die  drei  Ge- 
raden hi,  h^y  63  bestimmten  Hyperboloid.  Die  Fläche  A' 
ist  in  vier  Flächen  zweiter  Ordnung  zerfallen.  Analog  ver- 
hält sich  das  F.-System  in  Z. 

157.  Die  analytische  Formulierung  dieser  Transforma- 
tion liefert  einige  neue  Gesichtspunkte.  Sind  die  Ebenen- 
büschel % ,  «2 ,  «3  bzw.  gegeben  durch 

wo 

a^c  =  %  ^1  -f  ^2  X2  +  flt-3  Xq  -\-  a^x^  =  0     usw. , 

so  können  wir  die  dazu  projektiven  Ebenenbüschel  fej,  h^,  63 
in  der  Form  ansetzen: 

Dann  werden  die  Gleichungen  der  Transformation 

ci'x  K  —  ha^  =  0 

(21)  A,B^-B.A^  =  0 

A,B,'- B,A^  =  0. 

Dies  sind  auch  drei  bilineare  Gleichungen,  aber  von  be- 
sonderer Art.  Man  kann  sie  als  zweiteilig  bezeichnen,  in- 
sofern, als  in  jeder  zwei  Produkte  vorkommen  und  der  eine 
Faktor  bloß  Xij  der  andere  bloß  die  x^  enthält.  Ordnet  man 
die  Gleichungen  (21)  nach  den  Xi  oder  Xt,  so  zeigt  sich, 
daß  auch  die  Größen  Ai,  Bi,  Ci  oder  A,-,  Ei,  f,-  in  diesem 
Falle  Determinanten  zweiter  Ordnung  sind. 

Werfen  wir  hier,  des  Zusammenhanges  wegen,  einen 
Blick  auf  die  allgemeine  quadratische  Transformation  in  der 
Ebene,  so  haben  wir  (12.)  gesehen,  daß  dieselbe  ganz  all- 
gemein dargestellt  werden  kann  durch  zwei  bilineare  Glei- 
chungen in  den  Variabein  Xi  und  Xii 

(22)  ZaaXiXi  =  0  ,     Zhax^xi  =  0  .       {i,  Je  =1,2,  3) 

Eine  solche  bilineare  Form  im  ternären  Gebiete  ist  nun, 
wie  London  (6)  gezeigt  hat,   immer  dann   als  eine    zwei- 
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teilige  zu  schreiben,  wenn  die  Determinante  |  a,Ä  |  der  Form 
den  Wert  Null  hat.     Denn  ist 

(23)  2:aa  ^,-  ^/-  =  /l  (x)  •  xi  +  f^  {x)  -x^  +  f^  (x)  •  x^  , 

so  muß,  wenn  |  a^ '  =  0  ist,  zwischen  den  f]  eine  lineare 
Relation  bestehen: 

Jhfi+hf2  +  hfs^o.  ' 

Ersetzen  wir  /g  durch  den  aus  dieser  Gleichung  sich  er- 
gebenden Ausdruck,  so  nimmt  die  Gleichung  (23)  die  Form  an 

(^3  *^1  ^1  «^a)  / 1  "T  V^3  '^2  'h  '^3/  /  2  "^  ^  • 

Sie  ist  folglich  in  der  Tat  als  eine  zweiteilige  geschrieben. 
Trotzdem  läßt  sich  die  allgemeine  quadratische  Trans- 
formation in  der  Ebene  durch  zwei  zweiteilige  Glei- 
chungen darstellen. 

Jede  der  Gleichungen  (22)  stellt  nämlich,  allein  be- 
trachtet, eine  reziproke  Beziehung  dar,  d.  h.  irgend  einem 
Punkte  entspricht  eine  bestimmte  Gerade.  Läßt  man  beide 
Gleichungen  (22)  bestehen,  so  wird  jedem  Punkte  der 
Schnittpunkt  der  beiden  entsprechenden  Geraden  zugewiesen, 
und  alle  diese  Paare  entsprechender  Punkte  bilden  die  qua- 
dratische Transformation.  Bilden  wir  aber  aus  den  Glei- 
chungen (22)  das  Büschel 

(24)  IJaaXiX'k  +  k2:haXiXf,  =  0  (i,  Je  =  1  y  2 ,  3), 

so  erfüllen  alle  Punktpaare  der  quadratischen  Transformation 
auch  diese  Gleichung.  Wir  können  dann  aber  irgend  zwei 
der  durch  (24)  gegebenen  Reziprozitäten  zur  Bestimmung 
der  quadratischen  Transformation  benutzen.  Die  Determi- 
nante der  Schar  (24)  liefert  nun  gleich  Null  gesetzt  eine  Glei- 
chung dritten  Grades  in  A .  Wählen  wir  also  zwei  reziproke 
Beziehungen  aus,  welche  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung 
entsprechen,  so  wird  die  quadratische  Transformation  (22) 
durch  zwei  zweiteilige  Gleichungen  dargestellt.  Eine  solche 
zweiteilige  Gleichung  kann  man  aber  auch  als  das  Resultat 
der  Elimination  eines  Parameters  aus  den  Gleichungen 
zweier  projektiven  Strahlenbüschel  auffassen.  Es  liefert 
demnach  die  obige  Gleichung  dritten  Grades  die  drei  F.- 
Punkte der  quadratischen  Transformation  in  jeder  Ebene 
und  die  in  ihnen  gelegenen  Strahlenbüschel. 
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Anders  verhält  es  sich  im  quaternären  Gebiet.  Ver- 
schwindet die  Determinante  |  a^  \  einer  bilinearen  Form  der 
vier  homogenen  Variabein  Xi  und  xl  (i  =  1 ,  2 ,  3 ,  4) ,  so 
gewinnen  wir  durch  die  obige  Schlußweise  nur  das  Resultat, 
daß  sich  diese  Form  als  eine  dreiteilige  darstellen  läßt, 
d.  h.  als  eine  dreigliedrige  Summe  von  Produkten.  Ist  also 
jetzt  eine  kubische  Verwandtschaft  gegeben  durch  die  Glei- 
chungen (5)  und  bilden  wir  das  zweifach  unendliche  System 

(25)  Zaik  Xi  Xk-i-  XU  ha  Xt  xjc^  fxZ  c^  Xi  Xk  ==  0 

(i,  Ä=l,  2,  3,  4), 

so  gibt  die  Determinante  dieser  Form  gleich  Null  gesetzt, 
eine  Gleichung  vierten  Grades  zwischen  X  und  ju.  Wählen 
wir  X  und  jn  so,  daß  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  erhalten 
wir  aus  (25)  eine  dreiteilige  bilineare  Form.  Es  läßt  sich 
daher  die  allgemeine  kubische  Transformation  (5)  auch  durch 
drei  dreigliedrige  bilineare  Gleichungen  darstellen.  Damit 
aber  eine  bilineare  Form  als  zweigliedrige  darstellbar  sei, 
genügt  es  nicht,  daß  ihre  Determinante  |  aa  \  =  0  ist,  es 
müssen  vielmehr  alle  Unterdeterminanten  dritten  Grades  von 
|a,i|  verschwinden.  Dies  trifft  für  die  letzte  in  156.  be- 
handelte Transformation  zu. 

Die  involutorische  Beziehung. 

158.  Die  vorliegende  kubische  Punktverwandtschaft 
nimmt  einen  involutorischen  Charakter  an,  d.  h.  jedem  Punkte 
des  Raumes  entspricht  der  gleiche,  ob  man  ihn  zu  ^  oder 
-T'  rechnet,  wenn  die  Koeffizienten  den  Bedingungen  ge- 
nügen 

(^a  =  ^ki  >       hk  =  hjei  y       Cik  =  C]ti  . 

Denn  für  einen  Punkt,  dessen  Koordinaten  gleichzeitig  mit 
Xi  und  x'i  bezeichnet  werden,  ist  dann  ^,  =  A,,  ^,=  B,, 
6i  =  r,  und  (pi  =  V  -xpi.  Die  Gleichungen  (5)  kann  man 
ansehen  als  die  Polarebenen  eines  Punktes  xl  bezüglich  der 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung 

(26)  2 an- Xi Xk  =  0  ,     2bikXiXic  =  0,     2  ca Xi Xi  =  0 

(i,  Ä  =  l,  2,  3,  4). 
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Zu  jedem  Punkte  P  erhält  man  also  den  entsprechenden  P' 
als  den  Schnittpunkt  der  drei  Polarebenen,  oder  P  und  P' 
sind  konjugierte  Punkte  in  bezug  auf  die  drei  Flächen  (26). 
Diese  Punkte  haben  die  gleiche  Eigenschaft  dann  aber  be- 
kanntlich auch  in  bezug  auf  jede  Fläche  des  Bündels  oder 
Netzes 

(27)  2"  üiTe  Xi  Xic-{-  X2hiTe  Xi  Xk  +  jLl2!  Ca  OCi  iCfc  =  0 

und  die  ganze  Verwandtschaft  kann  angesehen  werden  als 
die  Gesamtheit  der  in  bezug  auf  alle  Flächen  dieses  Bün- 
dels konjugierten  Punktpaare.  Dieser  spezielle  Fall  der 
kubischen  Transformation  wurde  zuerst  von  Hesse  (4),  dann 
von  Steiner  (7),  Cremona  (8)  und  Geiser  (9)  studiert. 
Die  beiden  F.-Systeme  vereinigen  sich:  die  auftretende  F.- 
Kurve sechster  Ordnung  ist  identisch  mit  dem  Orte  der 
Spitzen  der  in  dem  Bündel  vorhandenen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung. Ist  8  nämlich  die  Spitze  eines  solchen  Kegels,  und 
greift  man  diesen  Kegel  heraus,  um  durch  ihn  und  zwei 
weitere  Flächen  von  (27)  das  Bündel  zu  bestimmen,  so 
wird  die  Polarebene  von  8  in  bezug  auf  den  Kegel  un- 
bestimmt insofern,  als  alle  Tangentialebenen  dieses  Kegels 
als  solche  zu  nehmen  sind;  die  Polarebenen  von  S  in  bezug 
auf  die  beiden  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung  liefern 
eine  Schnittgerade  und  diese  entspricht  also  dem  Punkte  S, 
Nur  die  Punkte  der  Kegelspitzenkurve  haben  diese  Eigen- 
schaft. 

Gehen  alle  Flächen  des  Bündels  durch  die  nämliche 
Raumkurve  dritter  Ordnung,  so  wird  diese,  doppelt  ge- 
rechnet, der  Ort  der  Spitzen  der  im  Bündel  enthaltenen 
Kegel.  Je  zwei  entsprechende  Punkte  P,  P'  liefern  eine 
Verbindungslinie,  welche  diese  Raumkurve  dritter  Ordnung 
zweimal  trifft,  und  P  und  P'  liegen  harmonisch  in  bezug 
auf  diese  Schnittpunkte. 

Lassen  wir  endlich  in  dem  in  156.  behandelten  Falle 
die  Geraden  a^ ,  a^^  a^  mit  \,  \^  \  zusammenfallen  und 
geben  uns  statt  der  projektiven  Beziehung  der  Ebenen- 
büschel  je  eine  involutorische,  so  wird  die  ganze  Verwandt- 
schaft wieder  eine  involutorische.  Jeder  der  involutorischen 
Ebenenbüschel  enthält  zwei  Doppelebenen  und  man  hat  sich 
demnach  das  Flächenbündel  (27)  durch  diese  drei  Ebenen- 
paare bestimmt. 
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§  32.   Die  AbbilduDg  der  Fläclie  dritter  OrdDung 
auf  eine  Ebeoe. 

Die  siebenundzwanzig  Geraden  der  allgemeinen  p. 

159.  Vermöge  der  kubischen  Abbildung  wird  die 
Fläche  dritter  Ordnung  auf  die  Ebene  abgebildet,  der  sie 
entspricht,  und  zwar  Punkt  für  Punkt  ein-eindeutig.  Man 
kann  also  die  Geometrie  der  Ebene  auf  die  Fläche  dritter 
Ordnung  übertragen  und  damit  Eigenschaften  dieser  Flächen 
ermitteln.  Wir  wollen  diese  Abbildung  nur  dazu  benutzen, 
die  Frage  zu  beantworten:  Wie  viele  Gerade  liegen  auf  der 
allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung? 

Zunächst  ist  noch  daran  zu  erinnern,  daß  die  Abbildung 
der  Ebene  auf  die  Fläche  dritter  Ordnung  singulare  Ele- 
mente besitzt.  Ist  nämlich  e'  die  Ebene,  f^  die  ent- 
sprechende Fläche  dritter  Ordnung,  so  schneidet  g'  die 
F.-Kurve  M  in  sechs  Punkten  A[,  Äi,  ...,  Ä^.  Wir 
dürfen  annehmen,  daß  diese  sechs  Punkte  im  allgemeinen 
nicht  auf  einem  Kegelschnitte  und  daß  keine  drei  von  ihnen 
auf  einer  Geraden  gelegen  sind.  Würde  nämlich  einer  dieser 
beiden  speziellen  Fälle  eintreten,  so  wäre  die  entsprechende 
/'3  nicht  allgemein;  sie  hätte  einen  Knotenpunkt,  worauf  wir 
nicht  weiter  eingehen.  Den  Punkten  A^  entsprechen  jeden- 
falls sechs  Erzeugende  a^  der  F.-Fläche  M  .  Diese  gehören 
der  Fläche  p  an.  Die  sechs  Punkte  mögen  die  F.-Punkte 
der  Ebene  e^  heißen.  Außerdem  schneidet  s^  die  F.-Fläche 
von  ^'  in  einer  Kurve  achter  Ordnung,  welche  in  den  A^ 
dreifache  Punkte  hat.  Das  Bild  dieser  Schnittkurve  auf 
der  p  ist  die  F.-Kurve  L. 

Legen  wir  weiter  durch  irgend  fünf  der  F.-Punkte,  z.  B. 
durch  die  Punkte  Aj,  A^,  .  .  .,  ^e,  einen  Kegelschnitt,  so 
wird  derselbe  den  Punkt  A(  nicht  enthalten.  Diesem  Kegel- 
schnitt entspricht  nun  aber,  da  die  fünf  Geraden  «g?  %^  •  •  •  ^  ^s 
ausscheiden,  noch  eine  Gerade,  die  wir  mit  h^  bezeichnen 
wollen.  Es  hat  sich  schon  früher  gezeigt  (vgl.  155.),  daß 
diese  Gerade  \  dann  die  fünf  Geraden  ag ,  % ,  0^4 ,  «5 ,  dß 
schneidet.  Auf  solche  Art  erhalten  wir  mithin  sechs  weitere 
Gerade  \  •  •  •  &6  ^^^  P  •  Dabei  entspricht  natürlich  &^  dem 
Kegelschnitt,  der  durch  die  sechs  F.-Punkte,  Aj^  ausgenommen, 
hindurchgeht. 
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Verbinden  wir  endlich  irgend  zwei  der  F.-Punkte,  z.  B. 
Ai  und  Ak,  so  entspricht  dieser  Geraden  wieder  eine  Sehne 
der  F.-Kurve  L  und  die  Geraden  a^  und  ajc  treffen  dieselbe 
(vgl.  155.).  Nennen  wir  diese  Gerade  Ca,  so  finden  wir  ent- 
sprechend allen  Kombinationen  je  zweier  der  F.-Pimkte  noch 
fünfzehn  derartige  Gerade  der  p .  Im  ganzen  haben  wir  bis 
jetzt  siebenundzwanzig  Gerade  gefunden:  weitere  können 
nicht  auf  der  Fläche  liegen.  Denn  angenommen,  die  f^  ent- 
hielte noch  eine  Gerade  m ,  so  müßte  das  Bild  derselben 
doch  der  Ebene  s^  angehören.  Bei  allgemeiner  Lage  von  m 
wäre  dies  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung,  welche  nicht 
in  £'  liegen  kann.  Es  muß  also  m  die  F.-Kurve  L  ein-, 
zwei-  oder  dreimal  schneiden.  Im  ersten  Falle  zerfällt  das 
entsprechende  Gebilde  in  eine  Gerade  x^  und  einen  Kegel- 
schnitt Jc^ .  x'  schneidet  A'  dreimal,  kann  also  nicht  in  e' 
liegen,  da  bei  beliebiger  Annahme  von  g'  keine  drei  der 
Schnittpunkte  AI  in  einer  Geraden  angeordnet  sein  werden. 
Folglich  müßte  W^  in  e'  gelegen  sein  und  mit  einem  der 
Kegelschnitte  durch  fünf  der  Punkte  A'i  zusammenfallen, 
d.  h.  w  wäre  identisch  mit  einer  der  Geraden  h^  . 

Träfe  m  zweimal  die  Kurve  Z,  so  würde  das  entsprechende 
Gebilde  wieder  in  einer  Sehne  von  W  und  zwei  sie  treffen- 
den Erzeugenden  von  A'  (vgl.  155.)  bestehen.  Läge  diese 
Sehne  in  g',  so  wäre  m  identisch  mit  einer  der  Geraden  c,^. 
m  kann  aber  Jj  auch  nicht  dreimal  treffen,  weil  es  in  diesem 
Falle  der  Fläche  M  angehören,  also  mit  einer  der  Geraden  a,- 
zusammenfallen  würde.  Damit  ist  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Endlich  fragt  es  sich,  ob  die  Fläche  dritter  Ordnung, 
welche  sich  als  Bild  einer  Ebene  in  der  kubischen  Trans- 
formation (5)  ergibt,  die  allgemeine  ihrer  Art  ist.  Da  wir 
aber  in  der  Transformation  achtundvierzig  Konstante  zur 
Verfügung  haben,  die  allgemeine  Fläche  dritter  Ordnung 
weiter  nur  von  neunzehn  Konstanten  abhängt,  so  können 
wir  noch  jede  allgemeine  Fläche  dritter  Ordnung  als  durch 
eine  derartig  Verwandtschaft  entstanden  auffassen.  Die  all- 
gemeine Fläche  dritter  Ordnung  ohne  Knotenpunkte  enthält 
folglich  siebenundzwanzig  Gerade. 

Die  Doppelsechse  der  f^ . 
160.    Um  einen  Überblick  über  die  Lagenverhältniase 
der  Geraden    einer  f^  zu  gewinnen,   ist  es  nötig,   zu   ent- 
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scheiden,  welche  Geraden  sich  treffen  und  welche  nicht. 
Das  gelingt  auf  Grund  der  soeben  behandelten  Abbildung. 
Zunächst  schneiden  sich  zwei  Gerade  der  p  sicher,  wenn 
ihre  Bilder  in  e'  einen  außerhalb  der  F.-Punkte  AI  gelegenen 
Punkt  gemein  haben.  Hält  man  dies  zusammen  mit  den 
soeben  (159.)  gewonnenen  Resultaten,  so  folgt: 

a)  Zwei  Gerade  Ca  und  Cim  schneiden  sich,  wenn  die 
Indizes  i  und  h  von  l  und  m  verschieden  sind; 

b)  eine  Gerade  hk  schneidet  jede  Gerade  c^t,  wo  i  be- 
liebig; 

c)  eine  Gerade  Ca  schneidet  %-  und  a, ; 

d)  zwei  Gerade  a^  und  hi  schneiden  sich,  wenn  Ic  und  i 
verschieden  sind. 

Dagegen  schneiden  sich  nicht: 

a)  Die  sechs  Geraden  a,-; 

b)  die  sechs  Geraden  hi] 

c)  eine  Gerade  a^  und  eine  Gerade  hu) 

d)  eine   Gerade  ai   und   eine   Gerade  C/^,   wo  l   von  i 
und  k  verschieden; 

e)  zwei  Gerade  Ca  und  Cu,  welche  einen  Index  gemein 
haben. 

Es  gelingt  nun,  die  siebenundzwanzig  Geraden  auf  ver- 
schiedene Art  in  Gruppen  von  je  zwölf  zu  ordnen  derart,  daß 
jede  solche  Gruppe  aus  zweimal  sechs  Geraden  besteht  von  der 
Eigenschaft,  daß  jede  Gerade  der  einen  Hälfte  fünf  und  nur 
fünf  der  andern  Hälfte  trifft.  Sc^hreibt  man  die  sechs  Geraden 
der  einen  Hälfte  in  eine  Zeile,  so  kann  man  die  andern 
sechs  so  darunter  setzen,  daß  jede  Gerade  bloß  diejenigen 
trifft,  welche  mit  ihr  weder  in  einer  Horizontal-,  noch  in 
einer  Yertikalreihe  stehen.  Schläfli  (10)  hat  eine  solche 
Gruppe  eine  „Doppelsechs"  genannt  und  die  Haupteigen- 
schaften dieser  Konfigurationen  abgeleitet.  Es  bilden  also 
eine  Doppelsechs 

%        (^2        %        «4       «5        «6 
\        &2        ^3        h        h        h   • 

In  der  Tat  schneidet  z.  B.  h^  bloß  a^,  a^,  a^,  a^^y  a^.  Man 
überzeugt  sich  aber  leicht,  daß  auch  die  Anordnungen 

/OQ\  ^1         ^2         %         ^56        ^46        ^45 

v^yj  ,      1     n 

^23       ^13        ^12       ^^4  %  ^Q 
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und  ebenso  , 

-„^,  %       0^       Cq2       ^63       ^64       ^65 

*6        ^6        ^12       ^13        ^14       ^15 

je  eine  Doppelsechs  geben.  Das  Schema  (28)  läßt  keine 
Abänderung  zu.  Dagegen  können  wir,  wie  leicht  zu  sehen, 
zwanzig  Doppelsechse  vom  Typus  (29)  und  fünfzehn  vom 
Typus  (30)  bilden.  Zusammen  erhalten  wir  demnach  sechs- 
unddreißig  Doppelsechse,  und  andere  gibt  es  nicht.  Denn 
greifen  wir  vier  Gerade  a,-  heraus,  so  können  wir  schon 
keine  weitere  zwei  Gerade  h^  oder  c?,„  angeben,  welche  mit 
den  ersten  vier  die  eine  Hälfte  einer  Doppelsechs  bilden 
würden.  Gehen  wir  aber  aus  von  zwei  Geraden  a,,  so 
ergibt  *  sich  in  bezug  auf  die  Auswahl  von  weiteren  vier 
Geraden  Cki  die  gleiche  Unmöglichkeit.  Mithin  existieren 
tatsächlich  nur  sechsunddreißig  Doppelsechse  auf 
der  allgemeinen  f^.  Weitere  Resultate,  z.  B.  daß  jede 
Gerade  der  f^  von  zehn  andern  Geraden  geschnitten  wird, 
daß  die  Geraden  der  p  also  fünfundvierzig  Dreiecke  bilden, 
daß  eine  Doppelsechs  durch  fünf  Gerade  einer  Hälfte  be- 
stimmt ist  usw.,  können  nun  unschwer  abgeleitet  werden. 

Andere  Herleitung  der  Abbildung  der  p. 

161.  Die  soeben  ermittelte  Abbildung  der  p  auf  eine 
Ebene  gestattet  auch  eine  Untersuchung  der  auf  dieser  Fläche 
gelegenen  Kurven.  Ohne  darauf  näher  einzugehen,  wollen 
wir  bloß  die  auf  der  p  gelegenen  Raumkurven  dritter  Ord- 
nung kurz  erwähnen.  Jeder  Geraden  der  Ebene  e^  entspricht 
auf  der  /^  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  B^ ,  und  da 
die  Gerade  mit  jedem  der  Kegelschnitte  durch  fünf  der 
F.-Punkte  A!  zwei  Schnittpunkte  gemein  hat,  so  werden  die 
sechs  Geraden  6,-  Sehnen  der  B^  sein.  Betrachten  wir  da- 
gegen das  System  der  Kurven  fünfter  Ordnung,  welche  die 
Punkte  ÄJ  zu  Doppelpunkten  haben,  so  entsprechen  auch 
diesen  Raumkurven  dritter  Ordnung  auf  der  p ,  welche  die 
a,-  zu  Sehnen  haben.  Diese  beiden  Scharen  von  Raumkurven 
stehen  also  zu  der  Doppelsechs  (28)  in  einer  gewissen 
Beziehung.  Überhaupt  gehören  zu  jedem  der  sechsund- 
dreißig Doppelsechse  zwei  Scharen  von  Raumkurven  dritter 
Ordnung  auf  der  f^,  so  daß  man  zweiund siebzig  Scharen 
solcher  Raum  kurven  angeben  kann. 
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Vermittels  irgend  einer  auf  der  p  gelegenen  Raum- 
kurve ü^  kann  man  dann  die  Abbildung  der  f^  auch  in 
folgender  Weise  ableiten.  Man  führt  zunächst  das  Strahl- 
system der  Sehnen  der  B^  ein.  Dies  hat  bekanntlich  die 
Eigenschaft,  daß  durch  jeden  Punkt  im  Räume  noch  ein 
Strahl  desselben  hindurchgeht.  Es  geht  folglich  auch  durch 
jeden  Punkt  der  f^  noch  eine  solche  Sehne,  und  andererseits 
liefert  jede  Sehne  der  jR^  noch  einen  Schnittpunkt  mit  der  p  , 
Damit  sind  die  Punkte  der  p  auf  die  Sehnen  der  R^  bezogen. 

Nun  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  eiu schlagen: 
Wir  fixieren  fürs  erste  auf  der  B^  einen  Punkt  S  und 
ordnen  jeder  Sehne  der  R^  die  Ebene  zu,  welche  die  Sehne 
mit  S  verbindet.  Dann  ist  dadurch  das  Sehnensystem 
auf  den  Ebenenbündel  S  ein-eindeutig  bezogen.  Beziehen 
wir  diesen  Bündel  endlich  noch  reziprok  auf  eine  Ebene, 
so  ist  diese  damit  auf  die  p  ein-eindeutig  abgebildet. 

Oder  wir  bringen  eine  Ebene  direkt  zum  Schnitt  mit 
dem  Strahlensystem  der  Sehnen  der  R^ .  Dann  entspricht 
jedem  Punkte  der  Ebene  die  durch  ihn  gehende  Sehne 
der  R^  und  weiter  der  dritte  Schnittpunkt  dieser  Sehne  mit 
der  p .  Die  so  entstehende  Abbildung  ist  wieder  in  beiderlei 
Sinn  eindeutig,  aber  von  höherer  Ordnung  als  die  hier  be- 
handelte. Sie  läßt  sich  auf  diese  durch  eine  quadratische 
Transformation  der  Ebene  reduzieren.  Überhaupt  kann 
man  durch  quadratische  Transformationen  die  verschiedenen 
Abbildungen  einer  p  in  einer  Ebene  ineinander  überführen,  wie 
Diekmann  (11)  näher  untersucht  hat.  Hier  findet  man  auch 
die  Abbildung  der  Flächen  dritter  Ordnung  mit  einem  Knoten- 
punkte oder  weiteren  Singularitäten.  Endlich  können  wir  statt 
der  jR3  auch  zwei  Gerade  der  p  wählen  und  zur  Abbildung  das 
Strahlensystem  erster  Ordnung  benutzen,  das  sie  bestimmen. 

Gr  aß  mann  hat  die  p  als  Erzeugnis  dreier  kollinearer 
Ebenenbündel  definiert.     In  der  Tat  sind 

^=0,     J5,=  0,     a  =  0         (i=l,2,3) 

lineare  Ausdrücke   in  den  Koordinaten  Xf,   so  werden  die 
drei  Ebenenbündel 

(31)  xÄ^  +  XB^  +  vC2  =  0 


A     -Bx 

c. 

-^2        ^2 

c. 

A,     B, 

c. 

§  32.  Die  Abbildung  der  Fläche  dritter  Ordnung  auf  eine  Ebene.     307 

kollinear  aufeinander  bezogen,  wenn  wir  solche  Ebenen  ein- 
ander zuweisen,  welche  gleichen  Werten  x,  X,  [x  entsprechen. 
Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Ebenen  ist  aber 
dann  die  Fläche  dritter  Ordnung 


(32) 


Dadurch  ist  nun  direkt  eine  Abbildung  dieser  p  gegeben. 
Denn  jedem  Wertsystem  y.,X,^  entspricht  ein  Punkt  der 
/3  und  umgekehrt.  Wir  haben  nur  noch  nötig,  die 
Xy  X,  [ji  als  Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene 
zu  deuten.  Diese  Ebene  ist  wieder  eindeutig  .auf  die  f^ 
abgebildet  und  zwar,  wie  man  zeigen  kann,  ganz  in  der 
gleichen  Weise  wie  durch  unsere  Eaumtransformation.  Auf 
diesem  Wege  hat  Clebsch  (12)  in  einer  grundlegenden  Arbeit 
die  Abbildung  der  f^  auf  die  Ebene  zuerst  durchgeführt. 
Löst  man  die  Gleichungen  (31)  nach  den  Xi  auf,  so  erhält 
man  die  Koordinaten  eines  Flächenpunktes  als  rationale 
Funktionen  der  Parameter  x ,  Xy  fx.  Dies  ergibt  sich  auch 
aus  unsern  Formeln.  Denn  ist  (12)  die  Gleichung  der 
Ebene,  von  der  wir  ausgehen,  so  entspricht  ihr  die  Fläche 
dritter  Ordnung  (13).  Dann  geben  aber  die  Gleichungen  (8) 
diese  Fläche  in  Parameterform,  wobei  zwischen  den  xi  eben 
noch  die  Beziehung  (12)  besteht.  Benutzt  man  diese,  um 
etwa  xi  durch  x[,  x!^y  x^  auszudrücken,  so  erhalten  wir  die 
Fläche  durch  die  drei  homogenen,  unabhängigen  Parameter 

x[j  xi,  x^    dargestellt.      Setzen    wir    ~  =  u,    -y  =  v ,    so 

Xq  x^ 

können    wir    die    Cartesischen    Koordinaten    x,  y,  3    eines 

Flächenpnnktes  auch  in  der  folgenden  Weise  darstellen: 

wA^f'^)  v^4(«*>^)  wd^h'^) 

wo  die  tpi  rationale,  ganze  Funktionen  dritten  Grades  von  u 
und  V. 
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§  33.    Allgemeine  Theorie  der  birationalen  Eaum- 
transformat  i  onen. 

Omaloidale  Systeme. 

162.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  allgemeinen  Aufgabe 
zu,  unter  Anwendung  algebraischer  Operationen  zwei  räum- 
liche Systeme  2  und  JS^  so  aufeinander  zu  beziehen,  daß  im 
allgemeinen  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein  und  nur 
ein  Punkt  des  andern  entspricht.  Dieses  Problem  ist  ana- 
lytisch von  Noether  (1,  2,  9),  in  mehr  geometrischer  Weise 
von  Cremona  [vor  allem  in  (6)],  sowie  auch  von  Cayley 
[(2)  auf  S.  308]  behandelt  worden. 
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Irgend  ein  Punkt  P  mit  den  Koorclinaten  Xi  im  System  S 
habe  zum  entsprechenden  einen  Punkt  P',  dessen  Koordi- 
naten gegeben  sind  durch 

(1)  \Q^i  =  ^i{^iy  ^2y  ^zy  ^4)     (*=1,2,3,4)     oder 

Dabei  sind  die  9?,-  ganze,  homogene  Funktionen  n-ten  Grades 
in  den  ^,-,  welche  keinen  Faktor  gemein  haben.  Soll  auch 
umgekehrt  jedem  Punkte  P'  ein  Punkt  P  entsprechen,  so 
muß  es  möglich  sein,  diese  Gleichungen  (1)  nach  den  Xi  auf- 
zulösen, so  daß  man  erhält 

(2)  i^^*  =  WiK'  ^2.  ^3 y^i)      (*  =  1 ,  2 ,  3 ,  4)     oder 
\xi:X2iXs:x^  =  ipi:yj2:Ws'W4.y 

wobei  die  Funktionen  tpi  ganz,  homogen  und  vom  m-ten  Grade 
in  den  Variabein  Xi.  Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit 
dieser  Umkehrung  der  Beziehungen  (1)  ist  zunächst  die,  daß 
die  Funktionen  99,  =  0  linear  voneinander  unabhängig  sein 
müssen. 

Dem  dreifach  unendlichen  System  der  Ebenen  des 
Kaumes  Z 

(3)  OCi  X^  +  «2  ^2  +  ^3  ^3  +  ^4  ^4  =  0 

ist  dann  das  lineare  Flächensystem 

(4)  oci  y)^  +  Ä2  v^2  +  ^3  V^3  +  ^4  ^4  ==  0 
zugewiesen,  und  ebenso  entspricht  den  Ebenen 

(5)  ßi  x[  +  ßi  xi  +  ßi  xi  +  ßi  xi 
das  lineare  System 

(6)  A>1  +  ß2<P2  +  y^3>8  +  A>4  =  0  . 

Da  nun  aber  drei  Ebenen  sich  nur  in  einem  Punkte  be- 
gegnen, so  muß  jedes  der  Flächen  Systeme  (4)  und  (6)  die 
Eigenschaft  haben,  daß  irgend  drei  Flächen  desselben  nur 
noch  einen  beweglichen  Schnittpunkt  liefern.  Sie  müssen 
also  außerdem  feste  Schnittpunkte  und  Schnittkurven  in 
einer  entsprechenden  Anzahl  und  Vielfachheit  gemein  haben. 
Es  ist  wieder  gestattet,  anzunehmen,  daß  nicht  jede  Fläche  (4) 
oder  (6)  außerhalb  der  festen  vielfachen  Punkte  etwa  noch 
einen  r- fachen  Punkt  besitzt.  Denn  man  zeigt  ganz  wie 
in  70.,  daß  unter  dieser  Voraussetzung  der  Ort  der  r-fachen 
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Punkte  r-mal  gerechnet  ein  Bestandteil  jeder  Fläche  des 
Systems  (4)  oder  (6)  wäre. 

Genügt  ein  System  von  Flächen  den  zwei  Bedingungen, 
daß  es 

a)  linear  und  dreifach  unendlich  ist, 

b)  daß  irgend  drei  seiner  Flächen  sich  noch  in  einem 
Punkte  schneiden,  der  nicht  allen  Flächen  gemein- 
sam ist, 

so  nennt  Cremona  das  System  ein  homaloidales.  Die  durch 
(4)  und  (6)  gegebenen  Flächengebüsche  sind  also  homaloidal. 
Halten  wir  in  einem  solchen  System  eine  Fläche  fest  und 
lassen  die  andern  sich  ändern,  so  wird  die  festgehaltene  Fläche 
auf  die  ihr  entsprechende  Ebene  Punkt  für  Punkt  eindeutig  um- 
kehrbar abgebildet.  Eine  Fläche,  welche  sich  in  dieser  Weise 
auf  die  Ebene  abbilden  läßt  und  deren  Punkte  folglich  durch 
zwei  Parameter  rational  dargestellt  werden  können,  bezeichnet 
Cremona  als  ein  „Homaloid*^  Sie  stellt  das  Analogon  zu 
den  rationalen  oder  unikursalen  Kurven  dar,  und  Cayley 
nannte  sie  direkt  unikursal.  Die  Flächen  eines  homaloidalen 
Systems  sind  mithin  Homaloide. 

Wenn  im  übrigen  die  Flächen  eines  linearen  Systems 
die  Eigenschaft  haben,  daß  sich  je  drei  in  einem  beweg- 
lichen Punkte  schneiden,  so  gibt  dies  nach  Guccia  (12) 
bereits  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  Flächen  des  Systems  Homaloide  sind  und  je  durch 
drei  Punkte  bestimmt  werden. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  die  Bilder  der  Geraden  des 
einen  Raumes  im  andern  zu  bestimmen.  Denn  ist  l  etwa 
die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  von  Z ,  so  entsprechen  diesen 
in  Z^  zwei  Flächen  tp  des  Systems  (4),  und  der  Geraden 
ist  also  die  Schnittkurve  dieser  Flächen  zuzuweisen.  Da 
nun  aber  einer  Ebene  von  2'  in  2  eine  Fläche  (p  des 
Systems  (6)  entspricht,  welche  mit  g  n  Schnittpunkte  ge- 
mein hat,  so  ist  die  der  Geraden  entsprechende  Kurve  von 
der  Ordnung  n;  wir  wollen  sie  als  L^  bezeichnen.  Sie  ist 
rational  wegen  der  eindeutigen  Beziehung  auf  die  Gerade. 
Ganz  ebenso  entsprechen  den  Geraden  von  S^  Raumkurven 
?;^-te^  Ordnung  G"^  in  2 .  Es  mag  auch  nochmals  darauf 
aufmerksam  gemacht  werden,  daß  für  die  Rauratrans- 
formationen  die  Zahlen  m  und  n  im  allgemeinen  ver- 
schieden   sind.     Da    eine    Gerade    weiter   mit   einer   Ebene 
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nur  einen  Schnittpunkt  liefert,  so  folgt,  daß  die  i**  mit  den 
Flächen  t/;  und  die  G"*  mit  den  Flächen  cp  nur  je  einen 
beweglichen  Schnittpunkt  haben  können,  daß  also  in  jedem 
Falle  mn  —  1  unveränderlich,  d.  h.  auf  den  festen  Ele- 
menten des  betreffenden  Flächensystems  gelegen  sein  müssen. 
Es  folgt  demnach: 

Den  Geraden  in  ^  bzw.  -T'  entsprechen  rationale 
Raumkurven  jL"  bzw.  G*'*  von  der  Ordnung  n  bzw.  m, 
welche  je  mn  —  1  feste  Schnittpunkte  mit  dem  zu- 
gehörigen Flächensystem  gemein  haben. 

Die  F.-Punkte. 

163.  Als  feste  Elemente,  welche  die  Flächensysteme  (4) 
bzw.  (6)  gemein  haben,  sind  zunächst  Punkte  möglich. 
Nehmen  wir  z.  ß.  an,  die  vier  Flächen  9?,  und  folglich 
auch  die  sämtlichen  Flächen  von  (6)  hätten  einen  Punkt  Fy 
mit  den  Koordinaten  Xi  zum  ^-fachen  Punkt.  Um  das  diesem 
Punkte  entsprechende  Gebilde  in  ^'  zu  ermitteln,  betrachten 
wir  einen  dem  Punkte  Fy  unendlich  benachbarten  Punkt 
und  suchen  zu  ihm  den  entsprechenden.  Wir  könnten  dann 
ebenso  wie  in  69.  verfahren.  Eine  andere  Methode  ist  die 
folgende:  Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  eines  dem  Punkte  Fy 
unendlich  benachbarten  mit  x^  -\-  s^-^  y  a^g  +  £  ^2  >  ^3  +  ^  1^3  > 
wobei  wir  x^  konstant  halten,  während  e  eine  unendlich  kleine 
Größe  bedeutet,  die  gegen  Null  konvergiert.  Führen  wir 
diese  Werte  in  die  Funktionen  99,-  ein  und  entwickeln  (1) 
nach  steigenden  Potenzen  von  e,  so  erhalten  wir 

wo  die  Potenz  wieder  symbolisch  als  Differentiationsprozeß 
zu  nehmen  ist.  Dies  ist  eine  Fläche  r-ter  Ordnung  0y, 
welche  durch  die  homogenen  Parameter  l^ ,  Ig  ?  &  dargestellt 
ist.  Sie  entspricht  der  Gesamtheit  der  zu  Fy  unendlich  be- 
nachbarten Punkte,  die  wir  uns  ja  auch  auf  einer  kleinen 
Fläche  liegend  vorstellen  können.  Fy  nennen  wir  einen 
Fundamental-Punkt,  0y  eine  Fundamental-Fläche. 
Irgend  eine  Ebene  e  in  2"'  schneidet  aus  der  0y  eine 
Kurve  v-ter  Ordnung  aus,  und  den  Punkten  dieser  Schnitt- 
kurve entsprechen  die  zu  Fy  benachbarten  Punkte,  welche 
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die  e  entsprechende  Fläche  99^.  besitzt.  In  der  Tat  ist  ja  Fy 
ein  r-facher  Punkt  für  diese  Fläche.  Eine  beliebige  Gerade 
trifft  ebenfalls  in  v  Punkten  die  0^,  woraus  folgt,  daß  die 
ihr  entsprechende  Raumkurve  »'-mal  durch  Fy  geht.  Einer 
Ebene  durch  Fy  entspricht  in  H^  noch  eine  Fläche  von  der 
Ordnung  m  —  v ,  und  alle  diese  Flächen  büden  ein  Bündel. 
Indem  wir  es  unterlassen,  auf  die  sämtlichen  Möglichkeiten 
einzugehen,  bemerken  wir  zusammenfassend; 

Einem  v- fachen  Knotenpunkte  Fy  des  Flächen- 
systems (6),  also  einem  F.-Punkte  y-ter  Ordnung 
von  2  entspricht  in  ^'  eine  Fläche  r-ter  Ordnung, 
welche  rational  durch  zwei  Parameter  darstellbar  ist. 
Die  den  Geraden  von  ^'  entsprechenden  Kaum- 
kurven  G*"  gehen  ^-fach  durch  Fy  hindurch. 

Es  ist  nicht  unbedingt  notwendig,  daß  einzelne  F.- 
Punkte bei  einer  Raumtransformation  auftreten;  vielmehi 
können  sie  auch  sämtlich  auf  F.-Kurven  angeordnet  sein. 
Diese  letzteren  aber  müssen  stets  vorhanden  sein,  wie  wir 
jetzt  zeigen  wollen. 

Die  F.-Kurven. 

164.  Greifen  wir  eine  Ebene  £  in  ^  heraus,  welcher 
eine  Fläche  m-ter  Ordnung  yj^  in  -Z'  entspricht.  Den 
Schnitten  von  ip^  mit  den  00^  Ebenen  von  ^'  entsprechen 
in  e  die  Schnittkurven  mit  den  Flächen  99,  also  00^  Kurven 
w-ter  Ordnung.  Irgend  zwei  Ebenen  von  ^'  schneiden  sich 
in  einer  Geraden,  welche  der  Fläche  yj^  in  m  Punkten  be- 
gegnet, folglich  haben  irgend  zwei  Kurven  dieses  Kurven- 
systems in  £  m  bewegliche  Schnittpunkte  gemein.  Da  sie 
sich  aber  in  n^  Punkten  schneiden,  so  müssen  sie  sämt- 
lich durch  gewisse  vielfache  feste  Punkte  hindurchgehen. 
Nehmen  wir  an,  es  seien  oci  i-fache  Punkte  vorhanden,  so 
muß  die  Beziehung  gelten 

UoCii^  ^  n^  —  m  , 

wo  die  Summe  über  alle  feste  Punkte  des  Kurvensystems 
auszudehnen  ist.  Ist  Fi  einer  dieser  i-fachen  Punkte  und 
ziehen  wir  durch  ihn  in  e  eine  beliebige  Gerade  l,  so  hat 
diese  mit  den  Kurven  des  Systems  nur  noch  n  —  i  beweg- 
liche  Schnittpunkte.     Die  Raumkurve  L^-%   welche  l  ent- 
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spricht,  liefert  uns  also  mit  irgend  einer  Ebene  von  2^  nur 
(n  —  i)  Schnittpunkte,  d.h.  sie  ist  bloß  von  der  Ordnung 
n  —  i ,  Folglich  muß  dem  Punkte  Fi  eine  gewisse  feste 
Kurve  *-ter  Ordnung  /"/  entsprechen,  durch  welche  das  der 
Geraden  l  zugehörige  Gebilde  wieder  auf  den  Grad  n  er- 
gänzt wird.  L"-*  muß  mit  fi  einen  Punkt  gemein  haben. 
Denn  durchlaufen  wir  l,  so  wird  dem  zu  Fi  unendlich  be- 
nachbarten Punkte  X  ein  Punkt  X'  entsprechen,  der  auf 
X"-*  und  fi  liegt.  Beschreibt  l  den  Büschel  Fi  in  der 
Ebene  e,  so  erhalten  wir  auf  den  zugehörigen  Kurven  Zy"-* 
die  einzelnen  Punkte  von  /?. 

Lassen  wir  nun  aber  weiter  die  Ebene  e  variieren.  In 
jeder  Lage  wird  sie  (Xi  i-fache  Punkte  des  Kurvensystems 
enthalten.  Demnach  muß  im  Räume  2  eine  Raumkurve 
a,-ter  Ordnung  F**  existieren,  welche  für  alle  Flächen  cp 
eine  öc,- fache  Kurve  ist,  und  jedem  Punkte  von  V^^  ent- 
spricht eine  F.-Kurve  fi.  Alle  diese  fl  erfüllen  zusammen 
eine  F.-Fläche  in  S'y  welche  als  Ganzes  der  F"*'  entspricht. 
Damit  ist  plausibel  gemacht,  wie  das  Entsprechen  der  F.- 
Gebilde vor  sich  gehen  wird.  Alle  Fälle  sollen  nicht  be- 
sprochen werden.  Es  kann  z.  B.  auch  vorkommen,  daß  zwei 
F.-Kurven,  die  eine  in  2 ,  die  andere  in  2%  vorhanden  sind 
und  daß  jedem  Punkte  der  einen  F.-Kurve  stets  die  andere 
F.-Kurve  entspricht. 

In  jedem  der  beiden  Räume,  z.  B.  in  S ,  werden  wir 
also  allgemein  F.-Punkte  und  F.-Kurven  haben,  die  singulär 
sind,  d.  h.  in  denen  das  eindeutige  Entsprechen  eine  Unter- 
brechung erleidet,  und  außerdem  F.-Flächen  und  F.-Kurven, 
die  den  singulären  Elementen  von  2'  entsprechen.  Die  Ge- 
samtheit dieser  Elemente  bezeichnen  wir  als  das  Funda- 
mental-System  des  betreffenden  Raumes. 


Analytische  Darstellung. 

165.  Bei  der  analytischen  Entwicklung  der  F.-Gebilde 
betrachtet  Noether  (1)  nicht  das  F.-Element  und  das  ihm 
entsprechende  Gebilde  für  sich  allein,  sondern  es  wird  eine 
Fläche  untersucht  und  die  ihr  entsprechende,  vorausgesetzt, 
daß  die  erste  durch  das  F.-Gebilde  in  bestimmter  Weise 
hindurchgeht. 
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Es  sei  also  Xi  ein  Punkt,  für  welchen  die  Funktionen  cpi 
einfach  verschwinden;  wir  betrachten  einen  ihm  benachbarten 
Punkt  x<^^E^^,  ^2  +  « I2  >  ^3  +  ^  ^3  ^^"d  erhalten  dann  wieder 
durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  e  und  Unterdrückung 
der  höheren  Glieder 

Ist  jetzt  die  Gleichung  einer  Fläche  gegeben 

so  wird  dieselbe  durch  die  Substitution  (2)  übergehen  in 
die  Form 

JjjL  •  J    \pC-Y  f    X2  j    X2  y    X^J    =   U    . 

Dabei  stellt  der  irreduzible  Faktor  f  =  0  die  entsprechende 
Fläche  vor,  während  M  ein  fremder  Faktor  ist,  der  sich 
absondert.  Dies  ist  notwendig,  damit  man  aus  den  Glei- 
chungen (2)  die  Xi  als  rationale  Funktionen  der  Xi  dar- 
stellen kann. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  die  Fläche  /  gehe  einfach 
durch  den  betrachteten  singulären  Punkt;  dann  hat  man  für 
die  1^ ,  ^2 }  ^3  Sinch.  noch  die  Beziehung 

Benutzt  man  (9),  um  I3  durch  i^  und  I2  auszudrücken,  und 
bildet  aus  (8)  die  Quotienten  x[lx[,  x^/x^^  x^/xi,  so  er- 
geben sich  diese  als  lineare,  homogene  Funktionen  der 
beiden  Parameter  ^^  und  I2  •  Man  erhält  also  eine  Gerade 
auf  der  entsprechenden  Fläche  f\ 

Verschwinden  im  allgemeinen  Falle  die  99»  r-fach  in 
dem  betrachteten  Punkte,  so  erhalten  wir  durch  die  Taylor- 
sche  Entwicklung  die  vier  Gleichungen  (7).  Geht  wieder 
die  Fläche  /  =  0  einfach  durch  den  Punkt,  so  können  wir 
wie  oben  aus  (9)  die  eine  Größe,  etwa  ^3 ,  entnehmen  und  in 
die  Gleichungen  (7)  einführen.  Es  ergeben  sich  daher  die 
Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  als  rationale,  homo- 
gene Funktionen  i^-ten  Grades  zweier  homogener  Parameter, 
so  daß  daraus  folgt: 
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Verschwinden  die  Funktionen  cpi  in  einem  Punkte 
1^-fach  und  geht  eine  Fläche  f  einfach  durch  diesen 
Punkt  hindurch,  so  entspricht  ihm  auf  der  trans- 
formierten Fläche  f  eine  rationale  Kurve  i^-ter 
Ordnung. 

Hat  endlich  die  Fläche  /  =  0  in  dem  Punkte  Xi  selbst 
einen  i- fachen  Knoten,  so  beginnt  die  Entwicklung  der 
Flächengleichung  mit  der  symbolischen  Potenz 


(10) 


^ 

dxi 


f.  + 


IL 


I2  + 


IL 

dxo 


■)'■ 


0. 


Der  dem  Punkte  entsprechende  Ort  auf  f  ist  die  Kurve, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  in  Verbindung  mit  (10) 
ergibt.  Verschwinden  die  (pi  bloß  einfach,  während  f  einen 
^■-fachen  Knoten  besitzt,  so  hat  man  die  Gleichungen  (8) 
mit  (10)  zu  verbinden,  um  die  entsprechende  Kurve  zu  be- 
kommen. 

In  betreff  der  weiteren  Fälle  müssen  wir  auf  die  Ab- 
handlungen von  Noether  (1,  9)  verweisen. 


Die  Jacobische  Fläche. 

166.  Ist  ein  dreifach  unendliches,  lineares  System  von 
Flächen  ganz  allgemein  gegeben  durch  eine  Gleichung  (4), 
so  gibt  es  noch  00'^  Flächen  in  dem  System,  welche  einen 
Doppelpunkt  besitzen.  Für  einen  solchen  müssen  die  vier 
Ableitungen  der  Flächengleichung  verschwinden.  Bildet 
man  diese  für  das  System  (4),  so  erhält  man  durch  Eli- 
mination der  Größen  a,  den  Ort  aller  dieser  Doppelpunkte, 
also  die  Fläche 

dtp^       dyj^       dy^i       dy)^ 


(11) 


dx. 

6x2 

dXs 

dx^ 

^W2 

dxi 

^W2 

dx^ 

dxp2 

dx^ 

dyj2 

ex. 

dx. 

dy}^ 
8x2 

dyjs 

dXQ 

Sx, 

dy^ 

1^ 

^Wi 

dyj. 

dx.. 


dx. 


=  0 
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Diese  Fläche  heißt  die  Jacobische  Fläche  des  Gebüsches  (4), 
und  sie  ist  von  der  Ordnung  4(m  — 1).  Sie  hat  die 
weitere  Eigenschaft,  der  Ort  aller  Punkte  zu  sein,  in  denen 
sich  zwei  Flächen  von  (4)  berühren.  Denn  nehmen  wir  an, 
es  berühren  sich  zwei  Flächen  des  Gebüsches  in  einem 
Punkte^  so  müssen  die  für  diesen  Punkt  gebildeten  Ab- 
leitungen für  beide  Flächen  die  gleichen  Werte  haben; 
daraus  folgt  aber  sofort  wieder  die  Gleichung  (11). 

Kehren  wir  nun  zurück  zu  der  in  164.  durchgeführten  Be- 
trachtung. Der  Geraden  l  entsprach  eine  Raumkurve,  welche 
in  die  bewegliche  X"~*  und  in  die  feste  F.-Kurve  fl  zerfiel,  und 
beide  hatten  einen  Punkt  X'  gemein.  Betrachten  wir  l  als 
Schnittlinie  irgend  zweier  Ebenen,  so  müssen  folglich  die 
beiden  ihnen  entsprechenden  Flächen  \p  durch  jC»*-»  und  fl 
gehen,  d.  h.  sie  müssen  sich  in  dem  Punkte  X'  berühren. 
Also  muß  die  ganze  F.-Kurve  /J  und  in  gleicher  Weise  die 
F.-Fläche,  welche  sie  beschreibt,  nach  dem  obigen  Satze  der 
Jacobischen  Fläche  des  Systems  (4)  angehören. 

Wenn  sich  andererseits  irgend  zwei  Flächen  xp  in  einem 
Punkte  berühren,  so  hat  ihre  Schnittkurve  in  ihm  einen 
Doppelpunkt,  daher  muß  die  Kurve  X**  einen  weiteren  Doppel- 
punkt haben.  Die  X"  waren  aber  rationale  Kurven  und 
müssen  folglich  zerfallen,  wenn  sie  noch  einen  Doppelpunkt 
erhalten.    Dann  muß  aber  der  eine  Teil  eine  F.-Kurve  sein. 

Ferner  zerfielen  die  Flächen  \p ,  wenn  die  entsprechende 
Ebene  durch  einen  F.-Punkt  von  Z  ging.  Beispielsweise 
entsprach  einer  Ebene  (x  durch  den  F.-Punkt  Fy  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  m  —  v  und  außerdem  die  F.- 
Fläche ^y  (vgl.  163.).  Beide  Flächen  haben  eine  Kurve 
gemein,  welche  den  zu  Fy  unendlich  benachbarten  Punkten 
der  Ebene  ex  entspricht.  Diese  Kurve  ist  also  eine  Doppel- 
kurve für  das  System  m-ter  Ordnung,  welches  der  Ebene  (x 
zuzuweisen  ist,  mithin  gehört  0y  der  Jacobischen  Fläche 
der  \p  an.     So  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

Die  Jacobische  Fläche  besteht  in  jedem  der 
beiden  Räume  aus  der  Gesamtheit  der  F.-Flächen, 
welche  den  singulären  Elementen  des  andern  Raumes 
zugewiesen  sind,  und  sie  geht  durch  alle  F.-Punkte 
und  F.-Kurven  des  betreffenden  Raumes. 

Natürlich  können  die  einzelnen  F.-Flächen,  mehrfach 
gerechnet,  als  Bestandteile  der  Jacobischen  Fläche  auftreten. 
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Die  Ausrechnung  der  Determinante  (11),  in  bezug  auf  welche 
auch  auf  eine  Arbeit  (17)  des  Verfassers  verwiesen  sei,  liefert 
das  Verhalten  der  Jacobischen  Fläche  in  F.-Punkten  und 
für  F.-Kurven.  Man  findet,  wie  ohne  Beweis  angeführt  werde : 

In  einem  F.-Punkte  i-ter  Ordnung  hat  die  Jacobi- 
sche Fläche  selbst  einen  (4 i  —  2) -fachen  Punkt; 
eine  i-fache  F.-Kurve  des  Flächensystems  hat  sie 
selbst  zur  (4?  —  1)- fachen  Kurve. 

Irgend  einer  Ebene  e  in  -2*  wird  eine  Fläche  tf^  in  2^ 
entsprechen  und  andererseits  einer  Ebene  (5'  in  ^'  eine 
Fläche  q)s  in  2!;  der  Schnittkurve  w-ter  Ordnung  von  e 
und  (fs  ist  demnach  Punkt  für  Punkt  eindeutig  zugeordnet 
die  Schnittkurve  m-ter  Ordnung  von  d^  und  (p^ .  Folglich 
sind  diese  beiden  Kurven  von  gleichem  Geschlechte  p . 
Da  weiter  die  vielfachen  Punkte  der  Flächensysteme  (4) 
und  (6)  in  die  F.-Punkte  der  Transformation  fallen,  so  muß 
diese  Zahl  p  für  irgend  zwei  derartige,  entsprechende  ebene 
Schnitte  die  gleiche  sein.  Loria  (15)  hat  sie  als  das  Ge- 
schlecht der  betreffenden  Raumtransformation  bezeichnet 
und  die  Transformationen  darnach  in  Familien  eingeteilt.  Die 
quadratische  Transformation  (§  20)  beispielsweise  ist  vom 
Geschlechte  p  =  0 ,  die  kubische  Verwandtschaft  des  §  31 
vom  Geschlechte  p  =  1 . 

Ein  Beispiel. 

167.  Wir  bringen  endlich  noch  ein  Beispiel,  das  eine 
ganze  Reihe  unserer  früheren  Betrachtungen  abschließt.  Es 
ist  eine  Punkttransformation,  die  sich  für  jedes  n  durch- 
führen läßt  und  bei  der  die  beiden  F.-Systeme  die  gleichen 
sind,  so  daß  m==n.  Noether  [(3)  S.  308]  führt  es  bereits 
an,  und  de  Paolis  (10)  hat  es  ausführlich  behandelt. 

Jeder  der  beiden  Räume  enthält  einen  F. -Punkt  (n—l)-ter 
Ordnung,  S  in  2*  und  T^  in  2''.  Diesen  entsprechen  je  Flächen 
von  der  Ordnung  w  —  1 ,  0  bzw.  W,  welche  diese  Punkte 
zu  (n  —  2) -fachen  Knoten  haben.  Außerdem  enthält  jeder 
der  beiden  Räume  eine  F.-Kurve  /  bzw.  f  von  der  Ordnung 
n(n  —  1),  welche  {n  —  1)  (n  —  2)-mal  durch  die  bezeichneten 
F.-Punkte  geht.  Den  Ebenen  jedes  Raumes  entsprechen 
Flächen  n-ier  Ordnung,  welche  in  dem  betreffenden  F.-Punkte 
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einen  (n  —  1) -fachen  Knoten  haben,  also  sog.  „Monoide", 
und  die  durch  die  F.-Kurve  hindurchgehen. 

Die  Ebenenbündel  S  und  T'  sind  kollinear  aufeinander 
bezogen.  Einer  Geraden  g  entspricht  eine  ebene  Kurve 
w-ter  Ordnung  mit  (n  —  l)-fachem  Punkte  im  F.-Punkte  des 
andern  Systems,  welche  in  der  Ebene  liegt,  die  der  durch  g 
gehenden  Ebene  des  ersten  Bündels  im  zweiten  Bündel  ent- 
spricht. 

Auch  die  Strahlenbündel  S  und  T'  sind  kollinear  auf- 
einander bezogen,  und  in  dieser  Kollineation  entsprechen 
sich  die  beiden  Kegel  von  der  Ordnung  2(n— 1),  welche 
je  die  F.-Kurve  aus  dem  F.-Punkte  projizieren.  Irgend 
einem  Punkte  X  der  F.-Kurve  in  ^  entspricht  jener  Strahl, 
welcher  in  der  genannten  Kollineation  der  Bündel  dem 
Strahle  SX  zugewiesen  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Verwandtschaft  werden 

QXi  =  X[  0(X^)  ,      QX2  =  Xi  0(x')  ,      QXq  =  x^  0{x^ 

QX^=(p(x')y 
wobei 

0{X')  =  Xpn-l{x')  +  Xi  .  yJn-2(00') 
(p(x')  =  (pn(x')  —  xi  .  9?«- 1(^0  . 

Dabei  ist  a;(  =  0,  x'^  =  0,  x^^O  der  F.-Punkt,  *^{x')  die 
F.-Fläche  [n  —  l)-ter  Ordnung.  Die  ümkehrung  dieser 
Formeln  liefert  ganz  die  gleichen  Beziehungen: 

ox[  =  x^  W{x) ,     oxi  =  X2  W{x) ,    ox^  =  x^  W(x) 

oxi  =  xp(x)  , 
während  jetzt 

xp(x)  =  (pn{x)  —  X^  .  Wn-A^)  • 

Für  M  =  2  erhält  man  die  früher  (§  20)  behandelten  quadra- 
tischen Systeme;  w  =  3  liefert  eine  in  beiderlei  Sinn  kubische 
Verwandtschaft,  welche  aber  von  der  in  §  31  behandelten 
im  allgemeinen  verschieden  ist. 

Die  Bündelmittelpunkte  S  und  T'  können  auch  zu- 
sammenfallen, und  weiter  kann  jeder  Strahl  des  Bündels  ;S^ 
mit  seinem  entsprechenden  sich  decken.    Dann  liegen  je  zwei 
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eutsprechende  Punkte  stets  auf  einem  Strahle  durch  S ,  und 
wir  haben  wieder  perspektive  Systeme  erhalten. 

Endlich  ist  auch  der  Fall  der  involutorischen  Lage 
denkbar.  Auf  jedem  Strahle  durch  S  bildet  sich  nun  eine 
Punktinvolution  aus,  deren  Doppelpunkte  der  Puukt  S  und 
der  weitere  Schnittpunkt  mit  der  F.-Fläche  (n  —  l)-ter  Ord- 
nung sind.  Wir  beschränken  uns  auf  diese  einzige  Be- 
merkung über  involutorische  Punktverwandtschaften  im 
Räume.  Dieselben  sind  von  Martinetti  (13)  und  Mon- 
tesano  (14)  studiert  worden. 

Die  Bestimmung  homaloidaler  Systeme. 

168.  Ist  eine  ein -eindeutige  Punkttransformation  im 
Räume  bestimmt,  so  entsprechen  den  Ebenen  in  einem 
Räume  Flächen  gewisser  Ordnung  und  Art  im  andern 
Räume,  und  diese  Flächen  sind  dadurch  ein-eindeutig  auf 
eine  Ebene  abgebildet,  wie  wir  am  Beispiel  der  Flächen 
zweiter  und  dritter  Ordnung  gesehen  haben. 

Liegt  umgekehrt  eine  Fläche  gegeben  vor  und  ist  sie 
auf  eine  Ebene  abgebildet,  so  kann  man  nach  allen  Raum- 
transformationen fragen,  bei  denen  den  Ebenen  des  einen 
Raumes  solche  Flächen  zugewiesen  sind.  Die  Bestimmung 
aller  dieser  homaloiden  Systeme  läßt  sich  zurückführen  auf 
die  Ermittlung  homaloidaler  Kurvennetze.  Der  dazu  nötigen 
Überlegung  liegt  folgender  Gedanke  zugrunde.  Ist  eine  bi- 
rationale Punktverwandtschaft  im  Räume  gegeben,  so  wird 
eine  Ebene  e  auf  eine  Fläche  yje  abgebildet.  Irgend  zwei 
Flächen  yj  haben  gewisse  feste  und  außerdem  eine  beweg- 
liche Kurve  gemein.  Die  Schnittkurven  von  xp^  «lit  allen 
übrigen  Flächen  ip  werden  in  e  abgebildet  eine  feste  Kurve 
geben  und  eine  bewegliche  Kurve,  welche  einem  Netz  an- 
gehört. Nun  denken  wir  uns  die  Ebene  s  nochmals  durch 
eine  Cremonasche  Transformation  auf  eine  andere  Ebene  oc 
eindeutig  abgebildet.  Dann  geht  das  Kurvennetz  in  e  in 
ein  anderes  über,  und  die  Fläche  yj  ist  auch  auf  die  Ebene  a 
eindeutig  abgebildet.  Diese  Fläche  xp  und  ihre  Abbildung 
in  eine  Ebene  a  nehmen  wir  nun  als  bekannt  an.  Um 
daraus  eine  birationale  Raumtransformation  abzuleiten,  denken 
wir  uns  eine  andere  Fläche  von  der  gleichen  Art  wie  yj ,  also 
mit  den  nämlichen   vielfachen  Punkten  und  Kurven  mit  y; 
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zum  Schnitt  gebracht  und  bestimmen  das  Bild  der  Schnitt- 
kurve in  (X .  Dasselbe  wird  eine  Kurve  von  bestimmter 
Ordnung  sein,  welche  durch  die  singulären  Punkte  in  <x  in 
gewisser  Weise  hindurchgeht.  Nun  suchen  wir  diese  Kurve 
zu  zerlegen  in  einen  festen  Bestandteil  F  und  in  einen  be- 
weglichen. Bildet  der  letztere  ein  homaloidales  Netz  (JV), 
so  ist  damit  eine  Raumtransformation  festgelegt.  Denn 
greifen  wir  drei  Kurven  dieses  Netzes  heraus,  so  entsprechen 
ihnen  drei  Schnittkurven  auf  ^,  die  wir  also  durch 

^  +  ^2  V^2   =  0  ,       V^  +  ÖCg  1/^3  =  0  ,       V^  4-  ^4  V^4  =  0 

uns  gegeben  denken.     Dann  ist  aber 

V^  +  ^2  V^2  +  ^3  V^3  +  ^4  V^4  =  0 

das  homaloidale  System,  dem  wir  im  andern  Räume  die 
Ebenen  zuweisen  können.  Dem  festen  Teile  i^  in  a  ent- 
spricht auf  ^  das  F.-System  der  Flächen  ip ,  den  Kurven 
des  Netzes  1^  entsprechen  auf  ip  Raumkurven,  welche  in 
die  Geraden  des  ersten  Raumes  sich  abbilden;  es  gibt  also 
die  Ordnung  dieser  Raumkurven  den  Grad  der  inversen 
Transformation.  So  viele  Netze  {N)  man  bestimmen  kann, 
ebensovielen  Raumtransformationen  kann  die  Fläche  \p  an- 
gehören. Gewisse  Ausnahmen  können  statthaben,  d.  h.  nicht 
jede  auf  eine  Ebene  abgebildete  FJäche  kann  dazu  benutzt 
werden,  um  diese  Beziehung  zu  einer  Raumtransformation 
zu  erweitern  [Loria  (15)]. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Raumverwandtschaften, 
zu  denen  uns  die  Abbildung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  992 
auf  die  Ebene  führt.  Bei  dieser  (vgl.  §  20)  waren  in  der 
Ebene  zwei  F.-Punkte  jF\  und  F^  vorhanden,  denen  je  Ge- 
rade der  Fläche  99^  entsprachen,  welche  sich  in  einem 
Punkte  T'  schneiden  mögen.  Der  Schnitt  der  99^  ^^x  einer 
andern  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Raumkurve  vierter 
Ordnung;  ihr  Bild  in  öc  wird  eine  ebene  Kurve  vierter 
Ordnung,  welche  in  F^  und  F^  Doppelpunkte  hat.  Wir 
haben  also  eine  solche  Kurve  in  einen  festen  und  einen 
beweglichen  Teil  zu  zerlegen,  so  daß  der  bewegliche  Teil 
ein  ISetz  bildet. 

a)  Wir  wählen  als  festen  Teil  die  Verbindungsgerade  F^tc^ 
und  irgend  einen  durch  die  beiden  Punkte  gehenden  Kegel- 
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schnitt.  Der  bewegliche  Teil  ist  dann  eine  Gerade,  die  nicht 
mehr  durch  F^  oder  F^  geht;  diese  Geraden  bilden  ein  Netz. 
Als  F.-System  erhalten  wir  auf  99 2  einen  Kegelschnitt  h"^  ^ 
der  dem  durch  F^ ,  F^  beliebig  angenommenen  entspricht 
und  den  Punkt  T\  Irgend  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
durch  ^2  und  T'  schneiden  sich  dann  aber  noch  in  einem 
Kegelschnitte.  Die  inverse  Transformation  wird  ebenfalls 
von  der  zweiten  Ordnung,  wir  erhalten  eine  Raumverwandt- 
schaft (2,2),  nämlich  die  schon  betrachteten  quadratischen 
Systeme. 

b)  Als  festen  Bestandtteil  wählen  wir  die  Gerade  -FijP^ 
und  irgend  einen  Strahl  durch  F^^ .  Das  Netz  {N)  soll  aus 
allen  Kegelschnitten  bestehen,  welche  durch  F^  und  weiter 
durch  zwei  beliebig  angenommene  Punkte  0^  und  0^  gehen. 
Das  feste  F.-System  auf  992  besteht  dann  in  drei  Punkten 
und  in  einer  Geraden.  Die  inverse  Transformation  wird 
von  der  dritten  Ordnung,  so  daß  wir  eine  Raumtrans- 
formation (2,3)  erhalten.  Die  Flächen  (p  in  2  sind  Regel- 
flächen dritter  Ordnung,  welche  eine  Doppellinie  und  drei 
einfache  Gerade  gemein  haben. 

c)  Wir  wählen  als  festen  Teil  die  doppelt  gerechnete 
Gerade  F^F2  und  nehmen  dazu  als  Netz  {N)  die  Kegel- 
schnitte durch  drei  irgendwie  angenommene  Punkte.  Dann 
gehen  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  drei  feste  Punkte 
und  berühren  in  T'  die  nämliche  Ebene.  Wir  erhalten  eine 
Transformation  (2,4);  die  Flächen  99  werden  sog.  Steiner  sehe 
Flächen,  welche  drei  feste  durch  einen  Punkt  gehende  Linien 
als  Doppelgerade  haben.  Weitere  Fälle  sind,  wie  man  sich 
überzeugt,  nicht  möglich. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  haben  Loria  (16)  und 
Sturm  (18)  die  birationalen  Raumtransformationen  ermittelt, 
die  sich  aus  der  Abbildung  der  allgemeinen  Fläche  dritter 
Ordnung  ergeben.  Es  sind  im  ganzen  sieben  Verwandtschaften, 
je  eine  vom  Typus  (3,3)  und  (3,4),  zwei  vom  Typus  (3,5)  und 
drei  vom  Typus  (3,6). 

Die  Abbildung  einer  Fläche. 

169.  Die  Theorie  der  eindeutigen  Punktverwandtschaften 
im  Räume  ist  nicht  so  weit  ausgebaut  wie  die  der  Trans- 
formationen in  der  Ebene.    Zu  dem  schönen  Satze,  daß  sich 
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jede  Cremonasche  Transformation  durch  eine  Reihe  quadra- 
tischer Transformationen  ersetzen  läßt,  gibt  es  allem  Anscheine 
nach  keinen  entsprechenden  im  Räume.  Am  meisten  An- 
wendung fanden  die  Raumtransformationen  in  der  Theorie 
der  Flächenabbildung.  Durch  die  vielen  Raumtransforma- 
tionen, welche  man  aufzustellen  imstande  war,  und  durch  deren 
wiederholte  Anwendung  sich  weitere  in  unbegrenzter  Zahl 
ableiten  ließen,  hatte  man  die  Möglichkeit,  zahlreiche  Flächen 
mit  den  verschiedensten  Singularitäten,  mit  Doppel-  und 
Rückkehrkurven  usf.  auf  die  Ebene  abzubilden  und  neue 
Flächen  dadurch  aufzufinden. 

Die  auf  die  Ebene  ein-eindeutig  abbildbaren  Flächen, 
also  die  Homaloide,  sind  ja  besonders  einfacher  Natur.  Die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  als  rationale  Funktionen 
zweier  Parameter  darstellen.  Aber  auch  umgekehrt  kann 
man  sagen:  Wenn  eine  Fläche  die  Eigenschaft  hat,  daß  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Funktionen  zweier 
Parameter  darstellbar  sind,  so  ist  sie  ein  Homaloid,  d.  h.  es 
entspricht  auch  jedem  Flächenpunkte  nur  ein  Wertepaar  der 
Parameter.  Man  kann  daher  die  Homaloide,  welche  durch- 
aus den  rationalen  Kurven  vom  Geschlechte  p  =  0  ent- 
sprechen, auch  als  rationale  Flächen  bezeichnen.  Noether  (2) 
hat  bewiesen,  daß  eine  Fläche  auf  die  Ebene  abbildbar  ist, 
wenn  ein  Flächenbüschel  existiert,  der  aus  der  Fläche  ein 
einfach  unendliches  System  von  rationalen  Kurven  aus- 
schneidet, und  zwar  so,  daß  jede  Fläche  des  Büschels  eine 
solche  rationale  Schnittkurve  liefert.  In  der  Tat  hängen 
ja  dann  die  Punkte  der  Fläche  von  zwei  Parametern  ab: 
der  eine  legt  die  Fläche  des  Büschels  fest,  der  zweite  auf 
der  dadurch  ausgeschiedenen  rationalen  Kurve  einen  einzelnen 
Punkt  der  Fläche. 

Wenn  zwei  ebene  Kurven  ein-eindeutig  aufeinander 
bezogen  sind,  so  sind  sie  vom  gleichen  Geschlechte.  An 
Stelle  dieser  einen  Zahl  treten  für  die  Fläche  zwei,  welche 
Noether  (1,  9)  als  „Flächengeschlecht" _p  bzw.  als  „Kurven- 
geschlecht" Pi  bezeichnet  und  durch  die  zu  der  Fläche  / 
adjungierten  Fläche  q?/  definiert  hat.  Ist  n  die  Ordnung 
der  Fläche,  so  sind  diese  adjungierten  Flächen  von  der 
Ordnung  w  —  4 ,  und  sie  gehen  durch  jede  ^fache  Kurve 
von  f  noch  (^  —  l)-mal  hindurch,  während  sie  in  einem 
^-fachen  Knoten  noch  einen  {Je  —  2)-fachen  Punkt  besitzen. 
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Die  erstere  Zahl  p  gibt  nun  die  Anzahl  der  linear  von- 
einander unabhängigen  adjungierten  Flächen  99/,  die  zweite 
Zahl  p^  bezieht  sich  auf  die  Schnittkurve  einer  Fläche  / 
mit  einer  Fläche  (pf.  Sind  zwei  Flächen  ein-eindeutig  auf- 
einander bezogen,  so  haben  sie  gleiches  Flächen-  und  Kurven- 
geschlecht. Die  rationalen  Flächen  haben  das  Flächen-  und 
Kurvengeschlecht  Null. 
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Berichtigung. 

S.  45  Zeile  6  von  oben  lies: 

Gehen  wir  aus  von  einem  vollständigen  Viereck  C^  C^  Cg  C^ 
mit  den  Nebenecken  A^,  A^,  A^,  so  usw. 
S.  45  Zeile  5  von  unten  lies: 

Vierecksseiten  statt  Dreiecksseiten. 


G.  J.  Göschen*sche  Verlagshandlung  in  Leipzig. 


Elementare  Berechnung  der 
Logarithmen, 

eine  Ergänzung  der  Arithmetik-Bücher 

von 

Dr.  Hermann  Schubert, 

Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg. 
Preis:  Broschiert  M.  1.60. 

Formeln  und  Lehrsätze  der  Allgemeinen 
Mechanik 

in  systematischer  und  geschichtlicher  Entwicklung 

von 

Dr.  Karl  Heun, 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe. 
Mit  25  Figuren  im  Text." 
Preis:  Gebunden M. 3.50. 

Elemente  der  Geometrie  der  Läse. 

Für  den  Schulunterricht  bearbeitet 

von 

Dr.  Rudolf  Böger, 

Professor  am  Realgymnasium  des  Johanneums  in  Hamburg. 

Mit  33  Figuren. 

Preis:  Kartoniert  90  Pfg. 

Die  Lehre  von  der  Zentralprojektlon 

im  vierdimensionalen  Räume 

von 

Dr.  H.  de  Vries, 

Dozent  an  der  Polytechnischen  Schule  zu  Delft. 

Mit  25  Figuren. 

Preis:  Broschiert  M.  3.—. 


G.  J.  Göschen'sche  Verlagshandlung  in  Leipzig. 

Lehrbuch 

der  dorstellenden  Geometrie 

für   den   Gebrauch    an   technischen   Hochschulen,   mitt- 
leren    gewerblichen     und     technischen     Lehranstalten, 
Kunstgewerbeschulen,     Fortbildungsschulen     usw.     und 
für  das  Selbststudium 

bearbeitet  von 

Prof.  Erich  Geyger 

Oberlehrer  an  der  Kgl.  Baugewerkschule  in  Kassel 

I.  Teil 

Affinität  und  Perspeküvität  ebener  Figuren.  Perspektive,  involu- 
torische  und  harmonische  Grundgebilde.  Kegelschnitte  als  Kreis- 
projektionen. Die  orthogonale  axonometrische  und  schiefe 
Projektion.  Zylinder,  Kegel,  Kugel;  ebene  und  Raumkurven. 
Schnitte  und  Abwickelungen.    Durchdringungen. 

Mit  zahlreichen  angewandten  Beispielen  und  290  Figuren 
Broschiert  8  Mark,  in  Leinwand  gebunden  8  Mark  60  Pf. 


Dieses  Werk  umfaßt  sowohl  den  Lehrstoff  aller  tech- 
nischen Mittelschulen,  wie  den  für  die  Studierenden  an  tech- 
nischen Hochschulen  in  den  ersten  Semestern  ihres  Studiums. 
Bei  der  Bearbeitung  war  allein  der  Gesichtspunkt  maßgebend, 
den  Stoff  unter  Wahrung  seines  wissenschaftlichen  Charakters 
möglichst  für  den  Unterricht  verwertbar  zu  gestalten  und  jedem, 
auch  dem,  der  der  höheren  Mathematik  nicht  kundig  ist,  ver- 
ständlich zu  machen. 


G.  J.  Göschen'sche  Verlagshandlung  in  Leipzig. 
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